数学中的对称“美”

陈春艳  

对称,顾名思义,就是两个事物(或同一事物的两个方面)相对而又相称.如果A、B是具有对称性的两个事物(或同一事物的两个方面), 那么把A、B交换顺序,其结果不变,这就是对称原理．“对称”不仅是中学数学内容中一个重要的概念，更是一种重要的思想方法。在“对称”中往往体现出数学的“美”来。充分利用对称原理，可使我们在解决问题时多一条有效的通道，而且常能起到化繁为简，出奇制胜的效果。本文在就对称性原理在中学数学中应用的几个方面作一些介绍，从中体会一下数学上的对称之美及对称性应用之妙。

一、 利用关系式中变元的对称

“如果一个关系式中任何两个字母互换位置后关系式不变，则称它是关于这些字母的对称式，如
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等。当问题中的变元具有这种对称性，变形或运算的每一步都是对称的，则这些变元在结果中的地位也必然是对称的”。这就是对称性原理之一。
 例1 方程组
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分析： 显然方程组关于
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对称，其结果也应关于
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若方程只有一组解，则必有
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若方程有两组解，则与方程组关于
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具有的对称性矛盾，所以(B)也不对。

若方程有三组解，则
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例2 已知
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分析：显然式子关于
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例3 设
[image: image27.wmf]c

b

a

,

,

为正实数，且满足
[image: image28.wmf]1

=

abc

，求证：
[image: image29.wmf]2

3

)

(

1

)

(

1

)

(

1

3

2

3

³

+

+

+

+

+

b

a

c

c

a

b

c

b

a


证明：原不等式等价于
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即
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以上三个不等式两边分别相加并整理得
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不等式证明中，若出现字母的对称性，一般利用
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二、 利用图形的对称

平面图形有轴对称和中心对称两种,而在立体几何中的很多几何体本身就具备对称性，充分挖掘这些对称性，常常能够启迪思维，启发人们探索解题思路，发现巧妙解法。
1、 在函数中的应用，

例4 （08全国一9）设奇函数
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分析：根据奇函数图象关于原点对称的性质，如图作出满足条件的一个奇函数的图象，从图中不难看出满足条件的解D.

例5  已知
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分析：函数
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2、在几何中的应用

例6  求函数
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  解 如图1，考虑点
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例7 已知二面角
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分析：作
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三 、利用其他数学情形的对称

例8  用1、2、3、4、5五个数字，组成没有重复数字的三位数，其中偶数共有(     )
(A)24个

(B)30个

(C)40个

(D)60个
分析：末位为偶数的整数即是偶数，而2、4两数在五个数中占了2/5，根据对称性，满足条件的偶数也应占所有三位数的2/5，即有
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例9 在圆周上先任取两点
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解： 利用对称性，设圆周上有四个点，现在设想随机的取两点连成一弦，余下两点也连成一弦。这样的考虑与题中所述实际上是等价的，这样的连接方法总共只有三种，其中一种连法使两弦相交，因此两弦相交的概率为
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反思提炼：一般的几何概型问题要用积分进行计算，由于在几何概率为题中具有类似的对称性，因此对称性这种方法也可应用到几何概率问题中去，既简单又初等。

例10 平面上向量
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分析： 此题有多种解法，但若能利用对称这一条件进行对称变换，此题可得到简便解答。由条件，如图3，
[image: image97.wmf]M

是长为6的线段
[image: image98.wmf]PQ

的中点，
[image: image99.wmf]x

PQ

^

轴，且
[image: image100.wmf]10

=

+

OQ

OP


在
[image: image101.wmf]y

轴上取点
[image: image102.wmf])

3

,

0

(

A

、
[image: image103.wmf])

3

,

0

(

-

B

，连接
[image: image104.wmf]MQ

MP

,

，则易知
[image: image105.wmf]OP

MB

OQ

MA

=

=

,

，于是题
设对称地转换为“求到定点
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的轨迹方程”，如图4，不难知道M点的轨迹是以
[image: image108.wmf]B

A

,

为焦点，长轴长是10的椭圆，其方程为
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反思提炼：此题中，我们用了一个对称变换，将原题转化为一个我们很熟悉的问题。
四、利用隐含条件去揭示或构造对称

一些问题中的对称暂不存在或不明显，但可通过适当的变形去发现或构造出对称关系。

例11 四边形
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分析：因为三角形面积不大于其任意两边之积的一半，观察右式即想到，若能把
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解：如图以
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中垂线为轴作
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从以上数例可以看出，对称关系广泛存在于数学问题中，对称美是数学美的一个方面，充分利用对称原理，可使我们在解决问题时多一条有效通道，且往往能更简便地使问题得到解决。因此，学习一些基本的对称性原理是很有必要的，这也是提高同学们数学素质的一个方面。
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