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11、题目
  高中数学复习专题讲座
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综合运用等价转化、分类讨论、数形结合等思想解决函数综合问题

高考要求
 
函数综合问题是历年高考的热点和重点内容之一，一般难度较大，考查内容和形式灵活多样
  本节课主要帮助考生在掌握有关函数知识的基础上进一步深化综合运用知识的能力，掌握基本解题技巧和方法，并培养考生的思维和创新能力
  

重难点归纳
  
在解决函数综合问题时，要认真分析、处理好各种关系，把握问题的主线，运用相关的知识和方法逐步化归为基本问题来解决，尤其是注意等价转化、分类讨论、数形结合等思想的综合运用
  综合问题的求解往往需要应用多种知识和技能
  因此，必须全面掌握有关的函数知识，并且严谨审题，弄清题目的已知条件，尤其要挖掘题目中的隐含条件
  
学法指导
  怎样学好函数

学习函数要重点解决好四个问题
  准确深刻地理解函数的有关概念；揭示并认识函数与其他数学知识的内在联系；把握数形结合的特征和方法；认识函数思想的实质，强化应用意识
  
(一)准确、深刻理解函数的有关概念

概念是数学的基础，而函数是数学中最主要的概念之一，函数概念贯穿在中学代数的始终
  数、式、方程、函数、排列组合、数列极限等是以函数为中心的代数
  近十年来，高考试题中始终贯穿着函数及其性质这条主线
  
(二)揭示并认识函数与其他数学知识的内在联系
  函数是研究变量及相互联系的数学概念，是变量数学的基础，利用函数观点可以从较高的角度处理式、方程、不等式、数列、曲线与方程等内容
  在利用函数和方程的思想进行思维中，动与静、变量与常量如此生动的辩证统一，函数思维实际上是辩证思维的一种特殊表现形式
  
所谓函数观点，实质是将问题放到动态背景上去加以考虑
  高考试题涉及5个方面
  (1)原始意义上的函数问题；(2)方程、不等式作为函数性质解决；(3)数列作为特殊的函数成为高考热点；(4)辅助函数法；(5)集合与映射，作为基本语言和工具出现在试题中
  
(三)把握数形结合的特征和方法

函数图像的几何特征与函数性质的数量特征紧密结合，有效地揭示了各类函数和定义域、值域、单调性、奇偶性、周期性等基本属性，体现了数形结合的特征与方法，为此，既要从定形、定性、定理、定位各方面精确地观察图形、绘制图形，又要熟练地掌握函数图像的平移变换、对称变换
  
(四)认识函数思想的实质，强化应用意识

函数思想的实质就是用联系与变化的观点提出数学对象，抽象数量特征，建立函数关系，求得问题的解决
 纵观近几年高考题，考查函数思想方法尤其是应用题力度加大，因此一定要认识函数思想实质，强化应用意识

典型题例示范讲解
 
例1设f(x)是定义在R上的偶函数，其图像关于直线x=1对称，对任意x1、x2∈［0,
[image: image33.wmf]2

1

］,都有f(x1+x2)=f(x1)·f(x2),且f(1)=a>0
  
(1)求f(
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1

)、f(
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(2)证明f(x)是周期函数；

(3)记an=f(2n+
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命题意图
  本题主要考查函数概念，图像函数的奇偶性和周期性以及数列极限等知识，还考查运算能力和逻辑思维能力
  
知识依托
  认真分析处理好各知识的相互联系，抓住条件f(x1+x2)＝

f(x1)·f(x2)找到问题的突破口
  
错解分析
  不会利用f(x1+x2)=f(x1)·f(x2)进行合理变形
  
技巧与方法
  由f(x1+x2)=f(x1)·f(x2)变形为
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是解决问题的关键
  
(1) 解
  因为对x1,x2∈［0,
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］,都有f(x1+x2)=f(x1)·f(x2),所以f(x)=
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,　　x∈［0,1］

又因为f(1)=f(
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又f(1)=a>0

∴f(
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)=a
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(2)证明
  依题意设y=f(x)关于直线x=1对称，故f(x)=f(1+1－x),
即　f(x)=f(2－x),x∈R
  
又由f(x)是偶函数知　f(－x)=f(x),x∈R
∴f(－x)=f(2－x),x∈R
  
将上式中－x以x代换得f(x)=f(x+2)，这表明f(x)是R上的周期函数，且2是它的一个周期
  
(3)解
  由(1)知f(x)≥0,x∈［0,1］

∵f(
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∴f(
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又∵f(x)的一个周期是2

∴f(2n+
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∴an=f(2n+
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因此an=a
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例2甲、乙两地相距S千米，汽车从甲地匀速驶到乙地，速度不得超过c千米/小时，已知汽车每小时的运输成本(以元为单位)由可变部分和固定部分组成，可变部分与速度v(km/h)的平方成正比，比例系数为b,固定部分为a元
  
(1)把全程运输成本y(元)表示为v(km/h)的函数，并指出这个函数的定义域；

(2)为了使全程运输成本最小，汽车应以多大速度行驶？

命题意图
  本题考查建立函数的模型、不等式性质、最值等知识，还考查学生综合运用所学数学知识解决实际问题的能力
  
知识依托
  运用建模、函数、数形结合、分类讨论等思想方法
  
错解分析
  不会将实际问题抽象转化为具体的函数问题，易忽略对参变量的限制条件
  
技巧与方法
  四步法
  (1)读题；(2)建模；(3)求解；(4)评价
  
解法一
  (1)依题意知，汽车从甲地匀速行驶到乙地所用时间为
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∴所求函数及其定义域为y=S(
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(2)依题意知，S、a、b、v均为正数

∴S(
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当且仅当
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若
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若
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时，有S(
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∵c－v≥0,且c>bc2,　∴a－bcv≥a－bc2>0

∴S(
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+bv)≥S(
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+bc),当且仅当v=c时等号成立，
也即当v=c时，有ymin ＝S(
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+bc)；

综上可知，为使全程运输成本y最小，当
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ab

≤c时，行驶速度应为v=
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,　当
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ab

>c时行驶速度应为v=c
  
解法二
  (1)同解法一
  
(2)∵函数y=S(
[image: image137.wmf]v
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+bv),　v∈(0,+∞),
当x∈(0, 
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)时，y单调减小，
当x∈(
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,+∞)时y单调增加，
当x=
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时y取得最小值，而全程运输成本函数为y=Sb(v+
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∴当
[image: image146.wmf]b

a

≤c时，则当v=
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时，y最小，若
[image: image148.wmf]b

a

>c时，则当v=c时，y最小
  结论同上
  
例3　设函数f(x)的定义域为R，对任意实数x、y都有f(x+y)=f(x)+f(y),当x>0时f(x)<0且f(3)=－4
  
(1)求证
  f(x)为奇函数；

(2)在区间［－9，9］上，求f(x)的最值
  
(1）证明
  令x=y=0,得f(0)=0

令y=－x,得f(0)=f(x)+f(－x),即f(－x)=－f(x)

∴f(x)是奇函数

(2）解
  1°,任取实数x1、x2∈［－9,9］且x1＜x2,这时，x2－x1>0,
f(x1)－f(x2)=f［(x1－x2)+x2］－f(x2)=f(x1－x2)+f(x2)－f(x1)=－f(x2－x1)

因为x>0时f(x)＜0,∴f(x1)－f(x2)>0

∴f(x)在［－9，9］上是减函数

故f(x)的最大值为f(－9),最小值为f(9)
  
而f(9)=f(3+3+3)=3f(3)=－12,f(－9)=－f(9)=12
  
∴f(x)在区间［－9，9］上的最大值为12，最小值为－12
  
学生巩固练习
 
1
  函数y=x+a与y=logax的图像可能是(    )
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2
  定义在区间(－∞,+∞)的奇函数f(x)为增函数，偶函数g(x)在区间［0，+∞)的图像与f(x)的图像重合，设a>b>0,给出下列不等式
  
①f(b)－f(－a)>g(a)－g(－b)  　　②f(b)－f(－a)<g(a)－g(－b)  

③f(a)－f(－b)>g(b)－g(－a)  　　④f(a)－f(－b)<g(b)－g(－a)

其中成立的是(    )

A
  ①与④


B
  ②与③


C
  ①与③


D
  ②与④

3
  若关于x的方程22x+2xa+a+1=0有实根，则实数a的取值范围是____
  
4
  设a为实数，函数f(x)=x2+|x－a|+1,x∈R
  
(1)讨论f(x)的奇偶性；(2)求f(x)的最小值
  
5
  设f(x)=
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(1)证明
  f(x)在其定义域上的单调性；

(2)证明
  方程f-1(x)=0有惟一解；

(3)解不等式f［x(x－
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1

)］<
[image: image182.wmf]2

1


  
6
  定义在(－1，1)上的函数f(x)满足①对任意x、y∈(－1,1),都有f(x)+f(y)=f(
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);②当x∈(－1,0)时，有f(x)>0
  
求证
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7
  某工厂拟建一座平面图(如下图)为矩形且面积为200平方米的三级污水处理池，由于地形限制，长、宽都不能超过16米，如果池外周壁建造单价为每米400元，中间两条隔墙建造单价为每米248元，池底建造单价为每平方米80元(池壁厚度忽略不计，且池无盖)
  
 (1)写出总造价y(元)与污水处理池长x(米)的函数关系式，并指出其定义域
  
(2)求污水处理池的长和宽各为多少时，污水处理池的总造价最低？并求最低总造价
  
8
  已知函数f(x)在(－∞,0)∪(0,+∞)上有定义，且在(0,+∞)上是增函数，f(1)=0,又g(θ)=sin2θ－mcosθ－2m,θ∈［0,
[image: image195.wmf]2

p

］,设M={m|g(θ)<0,m∈R},N={m|f［g(θ)］<0},求M∩N
  
参考答案:

1
  解析
  分类讨论当a>1时和当0＜a＜1时
  
答案
  C

2
  解析
  用特值法，根据题意，可设f(x)=x,g(x)=|x|,又设a=2,b=1,
则f(a)=a,g(a)=|a|,f(b)=b,g(b)=|b|,f(a)－f(b)=f(2)－f(－1)=2+1=3
  
g(b)－g(－a)=g(1)－g(－2)=1－2=－1
  
∴f(a)－f(－b)>g(1)－g(－2)=1－2=－1
  
又f(b)－f(－a)=f(1)－f(－2)=1+2=3
  
g(a)－g(－b)=g(2)－g(1)=2－1=1,∴f(b)－f(－a)=g(a)－g(－b)
  
即①与③成立
  
答案
  C

3
  解析
  设2x=t>0，则原方程可变为t2+at+a+1=0

①

方程①有两个正实根，则
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解得
  a∈(－1,2－2
[image: image214.wmf]2



 EMBED Equation.3  [image: image215.wmf]]


  
答案
  (－1，2－2
[image: image218.wmf]2



 EMBED Equation.3  [image: image219.wmf]]


4
  解
  (1)当a=0时，函数f(－x)=(－x)2+|－x|+1=f(x),此时f(x)为偶函数；当a≠0时，f(a)=a2+1,f(－a)=a2+2|a|+1,f(－a)≠f(a),f(－a)≠－f(a)
  此时函数f(x)既不是奇函数也不是偶函数
  
(2)①当x≤a时，函数f(x)=x2－x+a+1=(x－
[image: image224.wmf]2
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)2+a+
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,若a≤
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,则函数f(x)在(－∞,a
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上单调递减，从而，函数f(x)在(－∞,a
[image: image228.wmf]]

上的最小值为f(a)=a2+1
  
若a>
[image: image230.wmf]2
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,则函数f(x)在(－∞,a
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上的最小值为f(
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②当x≥a时，函数f(x)=x2+x－a+1=(x+
[image: image236.wmf]2

1

)2－a+
[image: image237.wmf]4

3

;
当a≤－
[image: image238.wmf]2

1

时，则函数f(x)在［a,+∞
[image: image239.wmf])

上的最小值为
  

f(－
[image: image241.wmf]2

1

)=
[image: image242.wmf]4

3

－a,且f(－
[image: image243.wmf]2

1

)≤f(a)
  
若a>－
[image: image245.wmf]2

1

,则函数f(x)在［a,+∞)上单调递增，
从而，函数f(x)在［a,+∞］上的最小值为f(a)=a2+1
  
综上，当a≤－
[image: image247.wmf]2

1

时，函数f(x)的最小值是
[image: image248.wmf]4

3

－a,
当－
[image: image249.wmf]2

1

＜a≤
[image: image250.wmf]2

1

时，函数f(x)的最小值是a2+1;
当a>
[image: image251.wmf]2

1

时，函数f(x)的最小值是a+
[image: image252.wmf]4

3


  
5
  (1)证明
  由
[image: image256.wmf]ï
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x

 得f(x)的定义域为(－1，1)，
易判断f(x)在(－1，1)内是减函数
  
(2)证明
  ∵f(0)=
[image: image259.wmf]2

1

,∴f-－1(
[image: image260.wmf]2

1

)=0,即x=
[image: image261.wmf]2

1

是方程f-－1(x)=0的一个解
  
若方程f-－1(x)=0还有另一个解x0≠
[image: image263.wmf]2

1

,则f-－1(x0)=0,
由反函数的定义知f(0)=x0≠
[image: image264.wmf]2

1

,与已知矛盾，故方程f-－1(x)=0有惟一解
  
(3)解
  f［x(x－
[image: image267.wmf]2

1

)］＜
[image: image268.wmf]2

1

,即f［x(x－
[image: image269.wmf]2

1

)］＜f(0)
  

[image: image271.wmf].
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6
  证明
  对f(x)+f(y)=f(
[image: image274.wmf]xy

y

x

+

+

1

)中的x,y,令x=y=0,得f(0)=0,
再令y=－x,又得f(x)+f(－x)=f(0)=0,即f(－x)=－f(x),
∴f(x)在x∈(－1,1)上是奇函数
  
设－1＜x1＜x2＜0,则f(x1)－f(x2)=f(x1)+f(－x2)=f(
[image: image276.wmf]2

1

2

1

1

x

x

x

x

-

-

),
∵－1＜x1＜x2＜0,∴x1－x2＜0,1－x1x2>0
  ∴
[image: image278.wmf]2

1

2

1

1

x

x

x

x

-

-

＜0,
于是由②知f(
[image: image279.wmf]2

1

2

1

1

x

x

x

x

-

-

)>0,
从而f(x1)－f(x2)>0,即f(x1)>f(x2),
故f(x)在x∈(－1,0)上是单调递减函数
  
根据奇函数的图像关于原点对称，知
f(x)在x∈(0,1)上仍是递减函数，且f(x)＜0
  

[image: image282.wmf]2

1

11

(1)(2)

()[][]

1

31(1)(2)1

1

(1)(2)

nn

fff

nnnn

nn

++

==

++++-

-

++

Q



[image: image283.wmf]11

11

12

()()()

11

12

1

12

nn

fff

nn

nn

-

++

==-

++

-×

++



[image: image284.wmf]2

111

()()()

51131

fff

nn

\+++

++

L



[image: image285.wmf]11111111

[()()][()()][()()]()(),

23341222

ffffffff

nnn

=-+-++-=-

+++

L



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image286.wmf]11

01,()0,

22

f

nn

<<<

++

Q

时

有



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image287.wmf]111

()()(),.

222

fff

n

\->

+

故

原

结

论

成

立


7
  解
  (1)因污水处理水池的长为x米，则宽为
[image: image290.wmf]x

200

米，
总造价y=400(2x+2×
[image: image291.wmf]x

200

)+248×
[image: image292.wmf]x

200

×2+80×200=800(x+
[image: image293.wmf]x
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)+1600,由题设条件
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解得12
  5≤x≤16,即函数定义域为［12
  5，16］
  
(2)先研究函数y=f(x)=800(x+
[image: image298.wmf]x

324

)+16000在［12
  5,16］上的单调性，
对于任意的x1,x2∈［12
  5,16］,不妨设x1＜x2,
则f(x2)－f(x1)=800［(x2－x1)+324(
[image: image301.wmf]1

2

1

1

x

x

-

)］=800(x2－x1)(1－
[image: image302.wmf]2

1

324

x

x

),
∵12
  5≤x1≤x2≤16
  
∴0＜x1x2＜162＜324,∴
[image: image305.wmf]2

1

324

x

x

>1,即1－
[image: image306.wmf]2

1

324

x

x

＜0
  
又x2－x1>0,∴f(x2)－f(x1)＜0,即f(x2)＜f(x1),
故函数y=f(x)在［12
  5,16］上是减函数
  
∴当x=16时，y取得最小值，此时，ymin=800(16+
[image: image310.wmf]16

324

)+16000=45000(元)，
[image: image311.wmf]16

200

200

=

x

=12
  5(米）

综上，当污水处理池的长为16米，宽为12
  5米时，总造价最低，最低为45000元
  
8
  解
  ∵f(x)是奇函数，且在(0,+∞)上是增函数，
∴f(x)在(－∞,0)上也是增函数
  
又f(1)=0,∴f(－1)=－f(1)=0,从而，当f(x)＜0时，有x＜－1或0＜x＜1,
则集合N={m|f［g(θ)］＜θ＝
[image: image318.wmf]}

={m|g(θ)＜－1或0＜g(θ)＜1
[image: image319.wmf]}

,
∴M∩N={m|g(θ)＜－1
[image: image320.wmf]}


  
由g(θ)＜－1,得cos2θ>m(cosθ－2)+2,θ∈［0,
[image: image322.wmf]2

p

］,
令x=cosθ,x∈［0,1］得
  x2>m(x－2)+2,x∈［0,1］，
令①
  y1=x2,x∈［0,1］及②y2=m(m－2)+2,
显然①为抛物线一段，②是过(2，2)点的直线系，
在同一坐标系内由x∈［0,1］得y1>y2
  
∴m>4－2
[image: image326.wmf]2

,故M∩N={m|m>4－2
[image: image327.wmf]2

}
  
课前后备注
 　
12、题目
 高中数学复习专题讲座
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等差数列、等比数列性质的灵活运用
高考要求
  

等差、等比数列的性质是等差、等比数列的概念，通项公式，前n项和公式的引申
  应用等差、等比数列的性质解题，往往可以回避求其首项和公差或公比，使问题得到整体地解决，能够在运算时达到运算灵活，方便快捷的目的，故一直受到重视
  高考中也一直重点考查这部分内容
  
重难点归纳
 

1
  等差、等比数列的性质是两种数列基本规律的深刻体现，是解决等差、等比数列问题的既快捷又方便的工具，应有意识去应用
  
2
  在应用性质时要注意性质的前提条件，有时需要进行适当变形
  
3
  “巧用性质、减少运算量”在等差、等比数列的计算中非常重要，但用“基本量法”并树立“目标意识”，“需要什么，就求什么”，既要充分合理地运用条件，又要时刻注意题的目标，往往能取得与“巧用性质”解题相同的效果
  
典型题例示范讲解
 

例1已知函数f(x)=
[image: image351.wmf]4

1

2

-

x

 (x<－2)
  
(1)求f(x)的反函数f-－1(x);

(2)设a1=1,
[image: image353.wmf]1

1

+

n

a

 =－f－-1(an)(n∈N*),求an;

(3)设Sn=a12+a22+…+an2,bn=Sn+1－Sn是否存在最小正整数m,使得对任意n∈N*,有bn<
[image: image354.wmf]25

m

成立？若存在，求出m的值；若不存在，说明理由
  
命题意图
  本题是一道与函数、数列有关的综合性题目，着重考查学生的逻辑分析能力
  
知识依托
  本题融合了反函数，数列递推公式，等差数列基本问题、数列的和、函数单调性等知识于一炉，结构巧妙，形式新颖，是一道精致的综合题
  
错解分析
  本题首问考查反函数，反函数的定义域是原函数的值域，这是一个易错点，(2)问以数列{
[image: image361.wmf]2

1

n

a

}为桥梁求an,不易突破
  
技巧与方法
  (2)问由式子
[image: image364.wmf]4

1

1
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1
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=
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n

n

a

a

得
[image: image365.wmf]2

2

1

1

1

n

n

a

a

-

+

=4,构造等差数列{
[image: image366.wmf]2

1

n

a

},从而求得an,即“借鸡生蛋”是求数列通项的常用技巧；(3)问运用了函数的思想
  
解
  (1)设y=
[image: image369.wmf]4

1

2

-

x

,∵x<－2,∴x=－
[image: image370.wmf]2

1

4

y

+

,

即y=f－-1(x)=－
[image: image371.wmf]2

1

4

y

+

 (x>0)

(2)∵
[image: image372.wmf]4
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a
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，

∴{
[image: image373.wmf]2

1

n

a

}是公差为4的等差数列，

∵a1=1, 
[image: image374.wmf]2

1

n

a

=
[image: image375.wmf]2

1

1

a

+4(n－1)=4n－3,∵an>0,∴an=
[image: image376.wmf]3

4

1

-

n


  
(3)bn=Sn+1－Sn=an+12=
[image: image378.wmf]1

4

1

+

n

,由bn<
[image: image379.wmf]25

m

,得m>
[image: image380.wmf]1

4

25

+

n

,

设g(n)= 
[image: image381.wmf]1

4

25

+

n

,∵g(n)= 
[image: image382.wmf]1

4

25

+

n

在n∈N*上是减函数，

∴g(n)的最大值是g(1)=5,

∴m>5,存在最小正整数m=6,使对任意n∈N*有bn<
[image: image383.wmf]25

m

成立
  
例2设等比数列{an}的各项均为正数，项数是偶数，它的所有项的和等于偶数项和的4倍，且第二项与第四项的积是第3项与第4项和的9倍，问数列{lgan}的前多少项和最大？(lg2=0
  3,lg3=0
  4)

命题意图
  本题主要考查等比数列的基本性质与对数运算法则，等差数列与等比数列之间的联系以及运算、分析能力
  
知识依托
  本题须利用等比数列通项公式、前n项和公式合理转化条件，求出an;进而利用对数的运算性质明确数列{lgan}为等差数列，分析该数列项的分布规律从而得解
  
错解分析
  题设条件中既有和的关系，又有项的关系，条件的正确转化是关键，计算易出错；而对数的运算性质也是易混淆的地方
  
技巧与方法
  突破本题的关键在于明确等比数列各项的对数构成等差数列，而等差数列中前n项和有最大值，一定是该数列中前面是正数，后面是负数，当然各正数之和最大；另外，等差数列Sn是n的二次函数，也可由函数解析式求最值
  
解法一
  设公比为q,项数为2m,m∈N*,依题意有
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化简得
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设数列{lgan}前n项和为Sn,则

Sn=lga1+lga1q2+…+lga1qn－1=lga1n·q1+2+…+(n－1)

=nlga1+
[image: image399.wmf]2

1

n(n－1)·lgq=n(2lg2+lg3)－
[image: image400.wmf]2

1

n(n－1)lg3

=(－
[image: image401.wmf]2

3

lg

)·n2+(2lg2+
[image: image402.wmf]2

7

lg3)·n
可见，当n=
[image: image403.wmf]3
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时，Sn最大
  
而
[image: image405.wmf]4
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=5,故{lgan}的前5项和最大
  
解法二
  接前，
[image: image408.wmf]ï
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,于是lgan=lg［108(
[image: image409.wmf]3

1

)n－1］=lg108+(n－1)lg
[image: image410.wmf]3

1

,

∴数列{lgan}是以lg108为首项，以lg
[image: image411.wmf]3

1

为公差的等差数列，

令lgan≥0,得2lg2－(n－4)lg3≥0,

∴n≤
[image: image412.wmf]4
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  5
  
由于n∈N*,可见数列{lgan}的前5项和最大
  
例3　等差数列{an}的前n项的和为30，前2m项的和为100，求它的前3m项的和为_________
  
解法一
  将Sm=30,S2m=100代入Sn=na1+
[image: image418.wmf]2
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解法二
  由
[image: image423.wmf]]
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要求S3m只需求m［a1+
[image: image424.wmf]2
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将②－①得ma1+ 
[image: image425.wmf]2

)

1

3

(

-

m

m

d=70,∴S3m=210
  
解法三
  由等差数列{an}的前n项和公式知，Sn是关于n的二次函数，即Sn=An2+Bn(A、B是常数）
  
将Sm=30,S2m=100代入，得
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,∴S3m=A·(3m)2+B·3m=210

解法四
  
S3m=S2m+a2m+1+a2m+2+…+a3m

=S2m+(a1+2md)+…+(am+2md)

=S2m+(a1+…+am)+m·2md

=S2m+Sm+2m2d
  
由解法一知d=
[image: image432.wmf]2

40

m

,代入得S3m=210
  
解法五
  根据等差数列性质知
  Sm,S2m－Sm,S3m－S2m也成等差数列，

从而有
  2(S2m－Sm)=Sm+(S3m－S2m)

∴S3m=3(S2m－Sm)=210

解法六
  ∵Sn=na1+
[image: image438.wmf]2
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∴
[image: image439.wmf]n
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[image: image440.wmf]2
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[image: image441.wmf]n
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)是直线y=
[image: image442.wmf]2
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+a1上的一串点，

由三点(m,
[image: image443.wmf]m
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),(2m, 
[image: image444.wmf]m
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),(3m, 
[image: image445.wmf]m
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3

)共线，易得S3m=3(S2m－Sm)=210
  
解法七
  令m=1得S1=30，S2=100，得a1=30,a1+a2=100,∴a1=30,a2=70

∴a3=70+(70－30)=110

∴S3=a1+a2+a3=210

答案
  210
  
学生巩固练习
 

1
  等比数列{an}的首项a1=－1,前n项和为Sn,若
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31
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，则
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Sn等于(  )


[image: image454.wmf]3
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3

2

A.

-




C
  2



D
  －2

2
  已知a,b,a+b成等差数列，a,b,ab成等比数列，且0<logm(ab)<1,则m的取值范围是_________
  
3
  等差数列{an}共有2n+1项，其中奇数项之和为319，偶数项之和为290，则其中间项为_________
  
4
  已知a、b、c成等比数列，如果a、x、b和b、y、c都成等差数列，则
[image: image462.wmf]y

c

x

a

+

=_________
  
5
  设等差数列{an}的前n项和为Sn,已知a3=12,S12>0,S13<0
  
(1)求公差d的取值范围；

(2)指出S1、S2、…、S12中哪一个值最大，并说明理由
  
6
  已知数列{an}为等差数列，公差d≠0,由{an}中的部分项组成的数列

a
[image: image468.wmf]1

b

,a
[image: image469.wmf]2

b

,…,a
[image: image470.wmf]n

b

,…为等比数列，其中b1=1,b2=5,b3=17
  
(1)求数列{bn}的通项公式；

(2)记Tn=C
[image: image472.wmf]1

n

b1+C
[image: image473.wmf]2

n

b2+C
[image: image474.wmf]3
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b3+…+C
[image: image475.wmf]n
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bn,求
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7
  设{an}为等差数列，{bn}为等比数列，a1=b1=1,a2+a4=b3,b2·b4=a3,分别求出{an}及{bn}的前n项和S10及T10
  
8
   {an}为等差数列，公差d≠0,an≠0,(n∈N*),且akx2+2ak+1x+ak+2=0(k∈N*)

(1)求证
  当k取不同自然数时，此方程有公共根；

(2)若方程不同的根依次为x1,x2,…,xn,…,

求证
  数列
[image: image483.wmf]1
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为等差数列
  
参考答案:

1
  解析
  利用等比数列和的性质
  

依题意，
[image: image488.wmf]32
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，而a1=－1,故q≠1,

∴
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根据等比数列性质知S5，S10－S5，S15－S10,…,也成等比数列，

且它的公比为q5,∴q5=－
[image: image490.wmf]32
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,即q=－
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∴
[image: image493.wmf].

3

2

1

lim

1

-

=

-

=

¥

®

q

a

S

n

n


答案
  B

2
  解析
  解出a、b,解对数不等式即可
  
答案
  (－∞,8)

3
  解析
  利用S奇/S偶=
[image: image501.wmf]n

n

1

+

得解
  
答案
  第11项a11=29

4
  解法一
  赋值法
  
解法二
  b=aq,c=aq2,x=
[image: image508.wmf]2

1

(a+b)=
[image: image509.wmf]2
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a(1+q),y=
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(b+c)=
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答案
  2

5
  (1)解
  依题意有
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解之得公差d的取值范围为－
[image: image520.wmf]7

24

＜d＜－3
  
(2)解法一
  由d＜0可知a1>a2>a3>…>a12>a13,因此，在S1，S2，…，S12中Sk为最大值的条件为
  ak≥0且ak+1＜0,即
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∵a3=12,∴
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[image: image529.wmf]2

7

＜－
[image: image530.wmf]d
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＜4,得5
  5＜k＜7
  
因为k是正整数，所以k=6,即在S1，S2，…，S12中，S6最大
  
解法二
  由d＜0得a1>a2>…>a12>a13，

若在1≤k≤12中有自然数k,使得ak≥0,且ak+1＜0,

则Sk是S1，S2，…，S12中的最大值
  
由等差数列性质得，当m、n、p、q∈N*,且m+n=p+q时，am+an=ap+aq
  所以有2a7=a1+a13=
[image: image537.wmf]13

2

S13＜0,

∴a7＜0,a7+a6=a1+a12=
[image: image538.wmf]6

1

S12>0,∴a6≥－a7>0,

故在S1，S2，…，S12中S6最大
  
解法三
  依题意得
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最小时，Sn最大；
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从而，在正整数中，当n=6时，［n－
[image: image549.wmf]2
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 (5－
[image: image550.wmf]d
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)］2最小，所以S6最大
  
点评
  该题的第(1)问通过建立不等式组求解属基本要求，难度不高，入手容易
  第(2)问难度较高，为求{Sn}中的最大值Sk,1≤k≤12,思路之一是知道Sk为最大值的充要条件是ak≥0且ak+1＜0，思路之三是可视Sn为n的二次函数，借助配方法可求解
  它考查了等价转化的数学思想、逻辑思维能力和计算能力，较好地体现了高考试题注重能力考查的特点
  而思路之二则是通过等差数列的性质等和性探寻数列的分布规律，找出“分水岭”，从而得解
  
6
  解
  (1)由题意知a52=a1·a17，即(a1+4d)2=a1(a1+16d)
[image: image559.wmf]Þ

a1d=2d2,

∵d≠0,∴a1=2d,数列{
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②

由①②得a1·3n－1=
[image: image565.wmf]2
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  ∵a1=2d≠0,∴bn=2·3n－1－1
  
(2)Tn=C
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7
  解
  ∵{an}为等差数列，{bn}为等比数列，∴a2+a4=2a3,b2·b4=b32,

已知a2+a4=b3,b2·b4=a3,∴b3=2a3,a3=b32,

得b3=2b32,∵b3≠0,∴b3=
[image: image587.wmf]2
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,a3=
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由a1=1,a3=
[image: image590.wmf]4
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，知{an}的公差d=－
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∴S10=10a1+
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由b1=1,b3=
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,知{bn}的公比q=
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8
  证明
  (1）∵{an}是等差数列，∴2ak+1=ak+ak+2,

故方程akx2+2ak+1x+ak+2=0可变为(akx+ak+2)(x+1)=0,

∴当k取不同自然数时，原方程有一个公共根－1
  
(2）原方程不同的根为xk=
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数列的通项公式与求和的常用方法
高考要求
 

数列是函数概念的继续和延伸，数列的通项公式及前n项和公式都可以看作项数n的函数，是函数思想在数列中的应用
  数列以通项为纲，数列的问题，最终归结为对数列通项的研究，而数列的前n项和Sn可视为数列{Sn}的通项
  通项及求和是数列中最基本也是最重要的问题之一，与数列极限及数学归纳法有着密切的联系，是高考对数列问题考查中的热点，本点的动态函数观点解决有关问题，为其提供行之有效的方法
  
重难点归纳
   

1
  数列中数的有序性是数列定义的灵魂，要注意辨析数列中的项与数集中元素的异同
  因此在研究数列问题时既要注意函数方法的普遍性，又要注意数列方法的特殊性
  
2
  数列{an}前n 项和Sn与通项an的关系式
  an=
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3
  求通项常用方法

①作新数列法
  作等差数列与等比数列
  
②累差叠加法
  最基本形式是
  

an=(an－an－1+(an－1+an－2)+…+(a2－a1)+a1
  
③归纳、猜想法
  
4
  数列前n项和常用求法

①重要公式

1+2+…+n=
[image: image635.wmf]2

1

n(n+1)

12+22+…+n2=
[image: image636.wmf]6

1

n(n+1)(2n+1)

13+23+…+n3=(1+2+…+n)2=
[image: image637.wmf]4

1

n2(n+1)2
②等差数列中Sm+n=Sm+Sn+mnd，等比数列中Sm+n=Sn+qnSm=Sm+qmSn
  
③裂项求和
  将数列的通项分成两个式子的代数和，即an=f(n+1)－f(n)，然后累加时抵消中间的许多项
  应掌握以下常见的裂项
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④错项相消法

⑤并项求和法

数列通项与和的方法多种多样，要视具体情形选用合适方法
  
典型题例示范讲解
 

例1已知数列{an}是公差为d的等差数列，数列{bn}是公比为q的(q∈R且q≠1)的等比数列，若函数f(x)=(x－1)2，且a1=f(d－1)，a3=f(d+1)，b1=f(q+1)，b3=f(q－1)，

(1)求数列{an}和{bn}的通项公式；

(2)设数列{cn}的前n项和为Sn，对一切n∈N*，都有
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n

c

c

b

c

b

c

+

+

+

L

2

1

1

1

=an+1成立，求
[image: image649.wmf]lim

¥

®

n



 EMBED Equation.3  [image: image650.wmf]n

n

S

S

2

1

2

+


  
命题意图
  本题主要考查等差、等比数列的通项公式及前n项和公式、数列的极限，以及运算能力和综合分析问题的能力
  
知识依托
  本题利用函数思想把题设条件转化为方程问题非常明显，而(2)中条件等式的左边可视为某数列前n项和，实质上是该数列前n项和与数列{an}的关系，借助通项与前n项和的关系求解cn是该条件转化的突破口
  
错解分析
  本题两问环环相扣，(1)问是基础，但解方程求基本量a1、b1、d、q，计算不准易出错；(2)问中对条件的正确认识和转化是关键
  
技巧与方法
  本题(1)问运用函数思想转化为方程问题，思路较为自然，(2)问“借鸡生蛋”构造新数列{dn}运用和与通项的关系求出dn，丝丝入扣

解
  (1)∵a1=f(d－1)=(d－2)2，a3=f(d+1)=d2，

∴a3－a1=d2－(d－2)2=2d，

∵d=2，∴an=a1+(n－1)d=2(n－1)；

又b1=f(q+1)=q2，b3=f(q－1)=(q－2)2，

∴
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∴bn=b·qn－1=4·(－2)n－1
(2)令
[image: image663.wmf]n
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=dn，则d1+d2+…+dn=an+1,(n∈N*),

∴dn=an+1－an=2,

∴
[image: image664.wmf]n
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=2,即cn=2·bn=8·(－2)n－1；∴Sn=
[image: image665.wmf]3
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例2设An为数列{an}的前n项和，An=
[image: image668.wmf]2

3

 (an－1)，数列{bn}的通项公式为bn=4n+3;

(1)求数列{an}的通项公式；

(2)把数列{an}与{bn}的公共项按从小到大的顺序排成一个新的数列，证明
  数列{dn}的通项公式为dn=32n+1;

(3)设数列{dn}的第n项是数列{bn}中的第r项，Br为数列{bn}的前r项的和；Dn为数列{dn}的前n项和，Tn=Br－Dn，求
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命题意图
  本题考查数列的通项公式及前n项和公式及其相互关系；集合的相关概念，数列极限，以及逻辑推理能力
  
知识依托
  利用项与和的关系求an是本题的先决；(2)问中探寻{an}与{bn}的相通之处，须借助于二项式定理；而(3)问中利用求和公式求和则是最基本的知识点
  
错解分析
  待证通项dn=32n+1与an的共同点易被忽视而寸步难行；注意不到r与n的关系，使Tn中既含有n，又含有r，会使所求的极限模糊不清
  
技巧与方法
  (1)问中项与和的关系为常规方法，(2)问中把3拆解为4－1，再利用二项式定理，寻找数列通项在形式上相通之处堪称妙笔；(3)问中挖掘出n与r的关系，正确表示Br，问题便可迎刃而解
  
解
  (1)由An=
[image: image682.wmf]2

3

(an－1)，可知An+1=
[image: image683.wmf]2

3

(an+1－1)，

∴an+1－an=
[image: image684.wmf]2

3

 (an+1－an)，即
[image: image685.wmf]n

n

a

a

1

+

=3，而a1=A1=
[image: image686.wmf]2

3

 (a1－1)，得a1=3，所以数列是以3为首项，公比为3的等比数列，数列{an}的通项公式an=3n
  
(2)∵32n+1=3·32n=3·(4－1)2n

=3·［42n+C
[image: image688.wmf]1

2

n

·42n－1(－1)+…+C
[image: image689.wmf]1

2

2
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n

n

·4·(－1)+(－1)2n］=4n+3，

∴32n+1∈{bn}
  
而数32n=(4－1)2n

=42n+C
[image: image691.wmf]1

2

n

·42n－1·(－1)+…+C
[image: image692.wmf]1
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n

·4·(－1)+(－1)2n=(4k+1)，
∴32n
[image: image693.wmf]Ï

{bn}，而数列{an}={a2n+1}∪{a2n}，∴dn=32n+1
  
(3)由32n+1=4·r+3，可知r=
[image: image695.wmf]4
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∴Br=
[image: image696.wmf])
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[image: image697.wmf]8
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例3　设{an}是正数组成的数列，其前n项和为Sn，并且对于所有的自然数n，an与2的等差中项等于Sn与2的等比中项
  
(1)写出数列{an}的前3项
  
(2)求数列{an}的通项公式(写出推证过程)

(3)令bn=
[image: image700.wmf])

(

2

1

1

1

+

+

+

n

n

n

n

a

a

a

a

(n∈N*)，求
[image: image701.wmf]lim
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 (b1+b2+b3+…+bn－n)
  

解析
  (1)由题意，当n=1时，有
[image: image704.wmf]1
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2
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a

=

+

，S1=a1，

∴
[image: image705.wmf]1
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a
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+

，解得a1=2
  当n=2时，有
[image: image707.wmf]2

2

2

2

2

S

a

=

+

，S2=a1+a2，将a1=2代入，整理得(a2－2)2=16，由a2＞0，解得a2=6
  
当n=3时，有
[image: image709.wmf]3

3
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2

S

a

=

+

，S3=a1+a2+a3，

将a1=2，a2=6代入，整理得(a3－2)2=64，由a3＞0，解得a3=10
  
故该数列的前3项为2，6，10
  
(2）解法一
  由(1）猜想数列{an}
  有通项公式an=4n－2
  
下面用数学归纳法证明{an}的通项公式是an=4n－2，(n∈N*）
  
①当n=1时，因为4×1－2=2，，又在(1)中已求出a1=2，所以上述结论成立
  
②假设当n=k时，结论成立，即有ak=4k－2，由题意，有
[image: image717.wmf]k
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，将ak=4k－2
  代入上式，解得2k=
[image: image719.wmf]k

S

2

，得Sk=2k2，

由题意，有
[image: image720.wmf]1
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a

，Sk+1=Sk+ak+1，

将Sk=2k2代入得(
[image: image721.wmf]2

2
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k

a

)2=2(ak+1+2k2)，

整理得ak+12－4ak+1+4－16k2=0，由ak+1＞0，解得ak+1=2+4k，

所以ak+1=2+4k=4(k+1)－2，

即当n=k+1时，上述结论成立
  
根据①②，上述结论对所有的自然数n∈N*成立
  
解法二
  由题意知
[image: image725.wmf]n
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，(n∈N*)
  整理得，Sn=
[image: image727.wmf]8

1

(an+2)2,

由此得Sn+1=
[image: image728.wmf]8

1

(an+1+2)2，∴an+1=Sn+1－Sn=
[image: image729.wmf]8

1

［(an+1+2)2－(an+2)2］
  
整理得(an+1+an）(an+1－an－4)=0，

由题意知an+1+an≠0，∴an+1－an=4，

即数列{an}为等差数列，其中a1=2，公差d=4
  
∴an=a1+(n－1)d=2+4(n－1)，即通项公式为an=4n－2
  
解法三
  由已知得
[image: image734.wmf]n
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,(n∈N*)　　　　　①，

所以有
[image: image735.wmf]1
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　　　　　　　　　　　　②，

由②式得
[image: image736.wmf]1
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整理得Sn+1－2
[image: image737.wmf]2
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[image: image738.wmf]1
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+2－Sn=0，

解得
[image: image739.wmf]n
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，

由于数列{an}为正项数列，而
[image: image740.wmf]2
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因而
[image: image741.wmf]n
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即{Sn}是以
[image: image742.wmf]2
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=

S

为首项，以
[image: image743.wmf]2

为公差的等差数列
  
所以
[image: image745.wmf]n

S

= 
[image: image746.wmf]2

+(n－1) 
[image: image747.wmf]2

=
[image: image748.wmf]2

n,Sn=2n2，

故an=
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即an=4n－2(n∈N*)
  
(3)令cn=bn－1，则cn=
[image: image751.wmf])
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学生巩固练习
 

1
  设zn=(
[image: image758.wmf]2

1

i

-

)n，(n∈N*)，记Sn=｜z2－z1｜+｜z3－z2｜+…+｜zn+1－zn｜，则
[image: image759.wmf]lim
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n

Sn=_________
  
2
  作边长为a的正三角形的内切圆，在这个圆内作新的内接正三角形，在新的正三角形内再作内切圆，如此继续下去，所有这些圆的周长之和及面积之和分别为_________
  
3
  数列{an}满足a1=2，对于任意的n∈N*都有an＞0,且(n+1)an2+an·an+1－nan+12=0，又知数列{bn}的通项为bn=2n－1+1
  
(1)求数列{an}的通项an及它的前n项和Sn；

(2)求数列{bn}的前n项和Tn；

(3)猜想Sn与Tn的大小关系，并说明理由
  
4
  数列{an}中，a1=8,a4=2且满足an+2=2an+1－an,(n∈N*)
  
(1)求数列{an}的通项公式；

(2)设Sn=｜a1｜+｜a2｜+…+｜an｜,求Sn;

(3)设bn=
[image: image768.wmf])
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n
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n

-

(n∈N*),Tn=b1+b2+……+bn(n∈N*),是否存在最大的整数m，使得对任意n∈N*均有Tn＞
[image: image769.wmf]32

m

成立？若存在，求出m的值；若不存在，说明理由
  
5
  设数列{an}的前n项和为Sn，且Sn=(m+1)－man
  对任意正整数n都成立，其中m为常数，且m＜－1
  
(1)求证
  {an}是等比数列；

(2)设数列{an}的公比q=f(m)，数列{bn}满足
  b1=
[image: image776.wmf]3

1

a1,bn=f(bn－1)(n≥2,n∈N*)
  试问当m为何值时，
[image: image778.wmf])
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成立？

6
  已知数列{bn}是等差数列，b1=1,b1+b2+…+b10=145
  
(1)求数列{bn}的通项bn；

(2)设数列{an}的通项an=loga(1+
[image: image781.wmf]n

b

1

)(其中a＞0且a≠1),记Sn是数列{an}的前n项和，试比较Sn与
[image: image782.wmf]3

1

logabn+1的大小，并证明你的结论
  
7
  设数列{an}的首项a1=1，前n项和Sn满足关系式
  3tSn－(2t+3)Sn－1=3t(t＞0,n=2,3,4…)
  
(1)求证
  数列{an}是等比数列；

(2)设数列{an}的公比为f(t)，作数列{bn}，使b1=1,bn=f(
[image: image788.wmf]1

1

-

n

b

)(n=2,3,4…)，求数列{bn}的通项bn；

(3)求和
  b1b2－b2b3+b3b4－…+b2n－1b2n－b2nb2n+1
  
参考答案
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答案
  1+
[image: image796.wmf]2

2


2
  解析
  由题意所有正三角形的边长构成等比数列{an}，可得an=
[image: image799.wmf]1

2

-

n

a

，正三角形的内切圆构成等比数列{rn}，可得rn=
[image: image800.wmf]1
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n

a,

∴这些圆的周长之和c=
[image: image801.wmf]lim
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2π(r1+r2+…+rn)=
[image: image802.wmf]2

3

3

p

 a2，

面积之和S=
[image: image803.wmf]lim

¥

®

n

π(n2+r22+…+rn2)=
[image: image804.wmf]9

p

a2
答案
  周长之和
[image: image806.wmf]2

3

3

πa，面积之和
[image: image807.wmf]9

p

a2
3
  解
  (1）可解得
[image: image810.wmf]1

1

+

=
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n

n

a

a

n

n

，从而an=2n，有Sn=n2+n，

(2)Tn=2n+n－1
  
(3)Tn－Sn=2n－n2－1，验证可知，n=1时，T1=S1，n=2时T2＜S2；n=3时，T3＜S3;n=4时，T4＜S4；n=5时，T5＞S5；n=6时T6＞S6
  
猜想当n≥5时，Tn＞Sn，即2n＞n2+1

可用数学归纳法证明(略）
  
4
  解
  (1）由an+2=2an+1－an
[image: image816.wmf]Þ

an+2－an+1=an+1－an可知{an}成等差数列，

d=
[image: image817.wmf]1
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a

a

=－2,∴an=10－2n
  
(2)由an=10－2n≥0可得n≤5，当n≤5时，Sn=－n2+9n，

当n＞5时，Sn=n2－9n+40，故Sn=
[image: image819.wmf]ï
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(3)bn=
[image: image820.wmf])
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[image: image821.wmf])
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；要使Tn＞
[image: image822.wmf]32

m

总成立，需
[image: image823.wmf]32

m

＜T1=
[image: image824.wmf]4

1

成立，即m＜8且m∈Z，故适合条件的m的最大值为7
  
5
  解
  (1）由已知Sn+1=(m+1)－man+1　　①，　　Sn=(m+1)－man　　　②,

由①－②，得an+1=man－man+1，即(m+1)an+1=man对任意正整数n都成立
  
∵m为常数，且m＜－1
∴
[image: image829.wmf]1
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n

，即{
[image: image830.wmf]1
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a

}为等比数列
  
(2)当n=1时，a1=m+1－ma1，∴a1=1，从而b1=
[image: image832.wmf]3

1


  
由(1)知q=f(m)=
[image: image834.wmf]1
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m

m

，∴bn=f(bn－1)=
[image: image835.wmf]1
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 (n∈N*,且n≥2)

∴
[image: image836.wmf]1
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∴{
[image: image838.wmf]n
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}为等差数列
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6
  解
  (1)设数列{bn}的公差为d，由题意得
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解得b1=1,d=3,∴bn=3n－2
  
(2)由bn=3n－2,知Sn=loga(1+1)+loga(1+
[image: image852.wmf]4
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)+…+loga(1+
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3

1

-

n

)
=loga［(1+1)(1+
[image: image854.wmf]4
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)…(1+
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logabn+1=loga
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因此要比较Sn与
[image: image859.wmf]3

1

logabn+1的大小，

可先比较(1+1)(1+
[image: image860.wmf]4
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)…(1+
[image: image861.wmf]2
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)与
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的大小，

取n=1时，有(1+1)＞
[image: image863.wmf]3
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取n=2时，有(1+1)(1+
[image: image864.wmf]4
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由此推测(1+1)(1+
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①

若①式成立，则由对数函数性质可判定
  
当a＞1时，Sn＞
[image: image870.wmf]3

1

logabn+1，




②

当0＜a＜1时，Sn＜
[image: image871.wmf]3

1

logabn+1，



③

下面用数学归纳法证明①式
  
(ⅰ)当n=1时，已验证①式成立
  
(ⅱ)假设当n=k时(k≥1），①式成立，即
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  那么当n=k+1时，
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这就是说①式当n=k+1时也成立
  
由(ⅰ）(ⅱ）可知①式对任何正整数n都成立
  
由此证得
  当a＞1时，Sn＞
[image: image885.wmf]3

1

logabn+1；当0＜a＜1时，Sn＜
[image: image886.wmf]3

1

logabn+1
  
7
  解
  (1)由S1=a1=1,S2=1+a2，得3t(1+a2)－(2t+3)=3t
  
∴a2=
[image: image891.wmf]t
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又3tSn－(2t+3)Sn－1=3t，




①

3tSn－1－(2t+3)Sn－2=3t



    
②

①－②得3tan－(2t+3)an－1=0
  
∴
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所以{an}是一个首项为1公比为
[image: image895.wmf]t
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的等比数列；

(2)由f(t)= 
[image: image896.wmf]t
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=
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,得bn=f(
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可见{bn}是一个首项为1，公差为
[image: image901.wmf]3
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的等差数列
  
于是bn=1+
[image: image903.wmf]3
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(n－1)=
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;

(3)由bn=
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,可知

{b2n－1}和{b2n}是首项分别为1和
[image: image906.wmf]3
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，公差均为
[image: image907.wmf]3
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的等差数列，

于是b2n=
[image: image908.wmf]3
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∴b1b2－b2b3+b3b4－b4b5+…+b2n－1b2n－b2nb2n+1

=b2(b1－b3)+b4(b3－b5)+…+b2n(b2n－1－b2n+1)

=－
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 (b2+b4+…+b2n)=－
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课前后备注
 　

14、题目
 高中数学复习专题讲座
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构建数学模型解数列综合题和应用性问题
高考要求
   

纵观近几年的高考，在解答题中，有关数列的试题出现的频率较高，不仅可与函数、方程、不等式、复数相联系，而且还与三角、立体几何密切相关；数列作为特殊的函数，在实际问题中有着广泛的应用，如增长率，减薄率，银行信贷，浓度匹配，养老保险，圆钢堆垒等问题
  这就要求同学们除熟练运用有关概念式外，还要善于观察题设的特征，联想有关数学知识和方法，迅速确定解题的方向，以提高解数列题的速度
  
重难点归纳
 

1
  解答数列综合题和应用性问题既要有坚实的基础知识,又要有良好的思维能力和分析、解决问题的能力；解答应用性问题，应充分运用观察、归纳、猜想的手段，建立出有关等差(比)数列、递推数列模型，再综合其他相关知识来解决问题
  
2
  纵观近几年高考应用题看，解决一个应用题，重点过三关
  
(1)事理关
  需要读懂题意，明确问题的实际背景，即需要一定的阅读能力
  
(2)文理关
  需将实际问题的文字语言转化数学的符号语言，用数学式子表达数学关系
  
(3)事理关
  在构建数学模型的过程中；要求考生对数学知识的检索能力，认定或构建相应的数学模型，完成用实际问题向数学问题的转化
  构建出数学模型后，要正确得到问题的解，还需要比较扎实的基础知识和较强的数理能力
  
典型题例示范讲解
 

例1从社会效益和经济效益出发，某地投入资金进行生态环境建设，并以此发展旅游产业，根据规划，本年度投入800万元，以后每年投入将比上年减少
[image: image942.wmf]5

1

，本年度当地旅游业收入估计为400万元，由于该项建设对旅游业的促进作用，预计今后的旅游业收入每年会比上年增加
[image: image943.wmf]4

1


  
(1)设n年内(本年度为第一年)总投入为an万元，旅游业总收入为bn万元，写出an,bn的表达式；

(2)至少经过几年，旅游业的总收入才能超过总投入？

命题意图
  本题主要考查建立函数关系式、数列求和、不等式等基础知识；考查综合运用数学知识解决实际问题的能力，本题有很强的区分度，属于应用题型，正是近几年高考的热点和重点题型
  
知识依托
  本题以函数思想为指导，以数列知识为工具，涉及函数建模、数列求和、不等式的解法等知识点
  
错解分析
  (1)问an、bn实际上是两个数列的前n项和，易与“通项”混淆；(2)问是既解一元二次不等式又解指数不等式，易出现偏差
  
技巧与方法
  正确审题、深刻挖掘数量关系，建立数量模型是本题的灵魂，(2)问中指数不等式采用了换元法，是解不等式常用的技巧
  
解
  (1)第1年投入为800万元，

第2年投入为800×(1－
[image: image954.wmf]5

1

)万元，…

第n年投入为800×(1－
[image: image955.wmf]5

1

)n－1万元，

所以，n年内的总投入为
  
an=800+800×(1－
[image: image957.wmf]5

1

)+…+800×(1－
[image: image958.wmf]5
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)n－1

=
[image: image959.wmf]å
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1

800×(1－
[image: image960.wmf]5

1

)k－1=4000×［1－(
[image: image961.wmf]5

4

)n］

第1年旅游业收入为400万元，

第2年旅游业收入为400×(1+
[image: image962.wmf]4

1

)，…，

第n年旅游业收入400×(1+
[image: image963.wmf]4

1

)n－1万元
  
所以，n年内的旅游业总收入为

bn=400+400×(1+
[image: image965.wmf]4

1

)+…+400×(1+
[image: image966.wmf]4

1

)k－1

=
[image: image967.wmf]å
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1

400×(
[image: image968.wmf]4

5

)k－1=1600×［(
[image: image969.wmf]4

5

)n－1］

(2)设至少经过n年旅游业的总收入才能超过总投入，由此bn－an＞0，即1600×［(
[image: image970.wmf]4

5

)n－1］－4000×［1－(
[image: image971.wmf]5

4

)n］＞0，

令x=(
[image: image972.wmf]5

4

)n，代入上式得
  5x2－7x+2＞0
  
解此不等式，得x＜
[image: image975.wmf]5

2

，或x＞1(舍去)
  
即(
[image: image977.wmf]5

4

)n＜
[image: image978.wmf]5

2

，由此得n≥5
  
∴至少经过5年，旅游业的总收入才能超过总投入
  
例2已知Sn=1+
[image: image981.wmf]3
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+…+
[image: image982.wmf]n

1

,(n∈N*)，设f(n)=S2n+1－Sn+1,试确定实数m的取值范围，使得对于一切大于1的自然数n，不等式
  
f(n)＞［logm(m－1)］2－
[image: image984.wmf]20

11

［log(m－1)m］2恒成立
  
命题意图
  本题主要考查应用函数思想解决不等式、数列等问题，需较强的综合分析问题、解决问题的能力
  
知识依托
  本题把函数、不等式恒成立等问题组合在一起，构思巧妙
  
错解分析
  本题学生很容易求f(n)的和，但由于无法求和，故对不等式难以处理
  
技巧与方法
  解决本题的关键是把f(n)(n∈N*)看作是n的函数，此时不等式的恒成立就转化为
 

 函数f(n)的最小值大于［logm(m－1)］2－
[image: image994.wmf]20

11

［log(m－1)m］2
  
解
  ∵Sn=1+
[image: image997.wmf]3
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+…+
[image: image998.wmf]n
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  (n∈N*)
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∴f(n+1)＞f(n)

∴f(n)是关于n的增函数

∴f(n) min=f(2)=
[image: image1001.wmf]20
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∴要使一切大于1的自然数n，不等式

f(n)＞［logm(m－1)］2－
[image: image1002.wmf]20

11

［log(m－1)m］2恒成立

只要
[image: image1003.wmf]20

9

＞［logm(m－1)］2－
[image: image1004.wmf]20
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［log(m－1)m］2成立即可

由
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得m＞1且m≠2

此时设［logm(m－1)］2=t  则t＞0

于是
[image: image1006.wmf]ï
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　解得0＜t＜1

 由此得0＜［logm(m－1)］2＜1

 解得m＞
[image: image1007.wmf]2
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1

+

且m≠2
  
例3　已知二次函数y=f(x)在x=
[image: image1009.wmf]2

2

+

t

处取得最小值－
[image: image1010.wmf]4

2

t

 (t＞0),f(1)=0
  
(1)求y=f(x)的表达式；

(2)若任意实数x都满足等式f(x)·g(x)+anx+bn=xn+1［g(x)］为多项式，n∈N*),试用t表示an和bn；

(3)设圆Cn的方程为(x－an)2+(y－bn)2=rn2，圆Cn与Cn+1外切(n=1,2,3,…);{rn}是各项都是正数的等比数列，记Sn为前n个圆的面积之和，求rn、Sn
  

解
  (1)设f(x)=a(x－
[image: image1014.wmf]2

2

+

t

)2－
[image: image1015.wmf]4

2

t

，由f(1)=0得a=1
  
∴f(x)=x2－(t+2)x+t+1
  
(2)将f(x)=(x－1)［x－(t+1)］代入已知得
  
(x－1)［x－(t+1)］g(x)+anx+bn=xn+1，

上式对任意的x∈R都成立，

取x=1和x=t+1分别代入上式得
  

[image: image1020.wmf]ï

î

ï

í

ì

+

=

+

+

=

+

+

1

)

1

(

)

1

(

1

n

n

n

n

n

t

b

a

t

b

a

且t≠0，

解得an=
[image: image1021.wmf]t
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［(t+1)n+1－1］，bn=
[image: image1022.wmf]t
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［1－(t+1
[image: image1023.wmf]]

n)

(3)由于圆的方程为(x－an)2+(y－bn)2=rn2，

又由(2)知an+bn=1，故圆Cn的圆心On在直线x+y=1上，

又圆Cn与圆Cn+1相切，故有rn+rn+1=
[image: image1024.wmf]2

｜an+1－an｜=
[image: image1025.wmf]2

(t+1)n+1

设{rn}的公比为q，则
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②÷①得q=
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∴Sn=π(r12+r22+…+rn2)=
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学生巩固练习
 

1
  已知二次函数y=a(a+1)x2－(2a+1)x+1，当a=1，2，…，n，…时，其抛物线在x轴上截得的线段长依次为d1,d2，…,dn,…,则
[image: image1033.wmf]lim
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n

 (d1+d2+…+dn)的值是(    )

A
  1 
   
B
  2



C
  3


D
  4

2
  在直角坐标系中，O是坐标原点，P1(x1，y1)、P2(x2，y2)是第一象限的两个点，若1，x1，x2，4依次成等差数列，而1，y1，y2，8依次成等比数列，则△OP1P2的面积是_________
  
3
  从盛满a升酒精的容器里倒出b升，然后再用水加满，再倒出b升，再用水加满；这样倒了n次，则容器中有纯酒精_________升
  
4
  据2000年3月5日九届人大五次会议《政府工作报告》
  “2001年国内生产总值达到95933亿元，比上年增长7
  3%，”如果“十·五”期间(2001年~2005年)每年的国内生产总值都按此年增长率增长，那么到“十·五”末我国国内年生产总值约为_________亿元
  
5
  已知数列{an}满足条件
  a1=1,a2=r(r＞0),且{anan+1}是公比为q(q＞0)的等比数列，设bn=a2n－1+a2n(n=1,2,…)
  
(1)求出使不等式anan+1+an+1an+2＞an+2an+3(n∈N*)成立的q的取值范围；

(2)求bn和
[image: image1049.wmf]n

n
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，其中Sn=b1+b2+…+bn；

(3)设r=219
  2－1，q=
[image: image1051.wmf]2

1

，求数列{
[image: image1052.wmf]n

n

b

b

2
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2

log

log
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}的最大项和最小项的值
  
6
  某公司全年的利润为b元，其中一部分作为奖金发给n位职工，奖金分配方案如下
  首先将职工按工作业绩(工作业绩均不相同)从大到小，由1到n排序，第1位职工得奖金
[image: image1056.wmf]n

b

元，然后再将余额除以n发给第2位职工，按此方法将奖金逐一发给每位职工，并将最后剩余部分作为公司发展基金
  
(1)设ak(1≤k≤n)为第k位职工所得奖金金额，试求a2,a3，并用k、n和b表示ak(不必证明)；

(2)证明ak＞ak+1(k=1,2,…,n－1),并解释此不等式关于分配原则的实际意义；

(3)发展基金与n和b有关，记为Pn(b),对常数b，当n变化时，求
[image: image1058.wmf]lim

¥
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n

Pn(b)
  
7
  据有关资料，1995年我国工业废弃垃圾达到7
  4×108吨，占地562
  4平方公里，若环保部门每年回收或处理1吨旧物资，则相当于处理和减少4吨工业废弃垃圾，并可节约开采各种矿石20吨，设环保部门1996年回收10万吨废旧物资，计划以后每年递增20%的回收量，试问
  
(1)2001年回收废旧物资多少吨？

(2)从1996年至2001年可节约开采矿石多少吨(精确到万吨)？

(3)从1996年至2001年可节约多少平方公里土地？

8
  已知点的序列An(xn，0),n∈N,其中x1=0,x2=a(a＞0),A3是线段A1A2的中点，A4是线段A2A3的中点，…，An是线段An－2An－1的中点，…
  
(1)写出xn与xn－1、xn－2之间关系式(n≥3);

(2)设an=xn+1－xn，计算a1,a2,a3，由此推测数列{an}的通项公式，并加以证明；

(3)求
[image: image1066.wmf]lim
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参考答案:

1
  解析
  当a=n时y=n(n+1)x2－(2n+1)x+1

由｜x1－x2｜=
[image: image1070.wmf]a

D

，得dn=
[image: image1071.wmf])
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∴d1+d2+…+dn
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答案
  A

2
  解析
  由1,x1,x2,4依次成等差数列得
  2x1=x2+1,x1+x2=5解得x1=2,x2=3
  
又由1，y1,y2,8依次成等比数列，得y12=y2,y1y2=8,解得y1=2,y2=4,

∴P1(2,2),P2(3,4)
  ∴
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答案
  1

3
  解析
  第一次容器中有纯酒精a－b即a(1－
[image: image1089.wmf]a

b

)升，

第二次有纯酒精a(1－
[image: image1090.wmf]a

b

)－
[image: image1091.wmf]b

a

a

b

a

)

1

(
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，即a(1－
[image: image1092.wmf]a

b

)2升，

故第n次有纯酒精a(1－
[image: image1093.wmf]a

b

)n升
  
答案
  a(1－
[image: image1096.wmf]a

b

)n
4
  解析
  从2001年到2005年每年的国内生产总值构成以95933为首项，以7
  3%为公比的等比数列，∴a5=95933(1+7
  3%)4≈120000(亿元)
  
答案
  120000

5
  解
  (1)由题意得rqn－1+rqn＞rqn+1
  
由题设r＞0,q＞0,故从上式可得
  q2－q－1＜0，解得
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b1=1+r≠0，所以{bn}是首项为1+r，公比为q的等比数列，从而bn=(1+r)qn-1
  
当q=1时，Sn=n(1+r), 
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[image: image1121.wmf]n
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,从上式可知，

当n－20
  2＞0，即n≥21(n∈N*)时，Cn随n的增大而减小，

故1＜Cn≤C21=1+
[image: image1123.wmf]8
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①

当n－20
  2＜0，即n≤20(n∈N*)时，Cn也随n的增大而减小，

故1＞Cn≥C20=1+
[image: image1126.wmf]2
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②

综合①②两式知，对任意的自然数n有C20≤Cn≤C21,

故{Cn}的最大项C21=2
  25，最小项C20=－4
  
6
  解
  (1)第1位职工的奖金a1=
[image: image1131.wmf]n

b

，

第2位职工的奖金a2=
[image: image1132.wmf]n

1

(1－
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1

)b，

第3位职工的奖金a3=
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(1－
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)2b，…，

第k位职工的奖金ak=
[image: image1136.wmf]n

1

 (1－
[image: image1137.wmf]n

1

)k－1b;

(2)ak－ak+1=
[image: image1138.wmf]2

1

n

(1－
[image: image1139.wmf]n

1

)k－1b＞0，此奖金分配方案体现了“按劳分配”或“不吃大锅饭”的原则
  
(3)设fk(b)表示奖金发给第k位职工后所剩余数，

则f1(b)=(1－
[image: image1141.wmf]n
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)b,f2(b)=(1－
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)2b,…,fk(b)=(1－
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得Pn(b)=fn(b)=(1－
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故
[image: image1146.wmf]e

b

b

P

n

n

=

¥

®

)

(

lim


  
7
  解
  设an表示第n年的废旧物资回收量，Sn表示前n年废旧物资回收总量，则数列{an}是以10为首项，1+20%为公比的等比数列
  
(1)a6=10(1+20%)5=10×1.25=24.8832≈25(万吨)

(2)S6=
[image: image1151.wmf]2
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∴从1996年到2000年共节约开采矿石20×99
  3≈1986(万吨)

(3）由于从1996年到2001年共减少工业废弃垃圾4×99.3=397.2(万吨)，

∴从1996年到2001年共节约
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8
  解
  (1)当n≥3时，xn=
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由此推测an=(－
[image: image1160.wmf]2
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证法一
  因为a1=a＞0,且
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 (n≥2)

所以an=(－
[image: image1163.wmf]2

1

)n-1a
  
证法二
  用数学归纳法证明
  
(ⅰ)当n=1时，a1=x2－x1=a=(－
[image: image1167.wmf]2
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)0a,公式成立；

(ⅱ)假设当n=k时，公式成立，即ak=(－
[image: image1168.wmf]2
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那么当n=k+1时，

ak+1=xk+2－xk+1=
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[image: image1171.wmf].
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据(ⅰ)(ⅱ)可知，对任意n∈N，公式an=(－
[image: image1172.wmf]2
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(3)当n≥3时，有

xn=(xn－xn－1)+(xn－1－xn－2)+…+(x2－x1)+x1=an－1+an－2+…+a1,

由(2)知{an}是公比为－
[image: image1174.wmf]2
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15、题目
 高中数学复习专题讲座
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灵活运用三角函数的图像和性质解题
高考要求
  

三角函数的图像和性质是高考的热点，在复习时要充分运用数形结合的思想，把图像和性质结合起来
  本节主要帮助考生掌握图像和性质并会灵活运用
  
重难点归纳
 

1
  考查三角函数的图像和性质的基础题目，此类题目要求考生在熟练掌握三角函数图像的基础上要对三角函数的性质灵活运用
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2
  三角函数与其他知识相结合的综合题目，此类题目要求考生具有较强的分析能力和逻辑思维能力
  在今后的命题趋势中综合性题型仍会成为热点和重点，并可以逐渐加强
  
3
  三角函数与实际问题的综合应用
  
此类题目要求考生具有较强的知识迁移能力和数学建模能力，要注意数形结合思想在解题中的应用
  
典型题例示范讲解
 

例1设z1=m+(2－m2)i, z2=cosθ+(λ+sinθ)i, 其中m,λ,θ∈R，已知z1=2z2，求λ的取值范围
  
命题意图
  本题主要考查三角函数的性质，考查考生的综合分析问题的能力和等价转化思想的运用
  
知识依托
  主要依据等价转化的思想和二次函数在给定区间上的最值问题来解决
  
错解分析
  考生不易运用等价转化的思想方法来解决问题
  
技巧与方法
  对于解法一，主要运用消参和分离变量的方法把所求的问题转化为二次函数在给定区间上的最值问题；对于解法二，主要运用三角函数的平方关系把所求的问题转化为二次函数在给定区间上的最值问题
  
解法一
  ∵z1=2z2，

∴m+(2－m2)i=2cosθ+(2λ+2sinθ)i,∴
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∴λ=1－2cos2θ－sinθ=2sin2θ－sinθ－1=2(sinθ－
[image: image1215.wmf]4
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当sinθ=
[image: image1218.wmf]4
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时λ取最小值－
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9

，当sinθ=－1时，λ取最大值2
  
解法二
  ∵z1=2z2  ∴
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∴m4－(3－4λ)m2+4λ2－8λ=0, 设t=m2,则0≤t≤4,

令f(t)=t2－(3－4λ)t+4λ2－8λ,

则
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≤λ≤0或0≤λ≤2
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∴λ的取值范围是［－
[image: image1230.wmf]8

9

，2］
  
例2如右图，一滑雪运动员自h=50m高处A点滑至O点，由于运动员的技巧(不计阻力)，在O点保持速率v0不为，并以倾角θ起跳，落至B点，令OB=L，试问，α=30°时，L的最大值为多少？当L取最大值时，θ为多大？
命题意图
  本题是一道综合性题目，主要考查考生运用数学知识来解决物理问题的能力
  
知识依托
  主要依据三角函数知识来解决实际问题
  
错解分析
  考生不易运用所学的数学知识来解决物理问题，知识的迁移能力不够灵活
  
技巧与方法
  首先运用物理学知识得出目标函数，其次运用三角函数的有关知识来解决实际问题
  
解
  由已知条件列出从O点飞出后的运动方程
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由①②整理得
  v0cosθ=
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∴v02+gLsinα=
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运动员从A点滑至O点，机械守恒有:mgh=
[image: image1248.wmf]2
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mv02,

∴v02=2gh,∴L≤
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得cosθ=cosα,∴θ=α=30°∴L最大值为200米，当L最大时，起跳仰角为30°
  
例3如下图，某地一天从6时到14时的温度变化曲线近似满足函数y=Asin(ωx+φ)+b
  
(1)求这段时间的最大温差
  
(2)写出这段曲线的函数解析式
   
命题意图
  本题以应用题的形式考查备考中的热点题型，要求考生把所学的三角函数知识与实际问题结合起来分析、思考，充分体现了“以能力立意”的命题原则
  
知识依托
  依据图像正确写出解析式
  
错解分析
  不易准确判断所给图像所属的三角函数式的各个特定系数和字母
  
技巧与方法
  数形结合的思想，以及运用待定系数法确定函数的解析式
  
解
  (1)由图示，这段时间的最大温差是30－10=20(℃)；

(2)图中从6时到14时的图像是函数y=Asin(ωx+φ)+b的半个周期的图像
  
∴
[image: image1268.wmf]w

p

2

2

1

×

=14－6,解得ω=
[image: image1269.wmf]8

p

,

由图示A=
[image: image1270.wmf]2

1

(30－10)=10，b=
[image: image1271.wmf]2

1

(30+10)=20，这时y=10sin(
[image: image1272.wmf]8

p

x+φ)+20,将x=6,y=10代入上式可取φ=
[image: image1273.wmf]4

3

π
  

综上所求的解析式为y=10sin(
[image: image1275.wmf]8

p

x+
[image: image1276.wmf]4

3

π)+20,x∈［6,14］
  
例4　已知α、β为锐角，且x(α+β－
[image: image1278.wmf]2

p

)＞0,试证不等式f(x)=
[image: image1279.wmf])
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(

)

sin

cos

(

a

b

b

a

+

x

x＜2对一切非零实数都成立
  
证明
  若x＞0，则α+β＞
[image: image1282.wmf]2

p


∵α、β为锐角，∴0＜
[image: image1283.wmf]2

p

－α＜β＜
[image: image1284.wmf]2

p

;0＜
[image: image1285.wmf]2

p

－β＜
[image: image1286.wmf]2

p

,

∴0＜sin(
[image: image1287.wmf]2

p

－α)＜sinβ
  0＜sin(
[image: image1289.wmf]2

p

－β)＜sinα，

∴0＜cosα＜sinβ,0＜cosβ＜sinα,

∴0＜
[image: image1290.wmf]cos

sin

a

b

＜1,0＜
[image: image1291.wmf]a

b

sin

cos

＜1,

∴f(x)在(0,+∞)上单调递减，∴f(x)＜f(0)=2
  
若x＜0,α+β＜
[image: image1293.wmf]2

p

,∵α、β为锐角，

0＜β＜
[image: image1294.wmf]2

p

－α＜
[image: image1295.wmf]2

p

,0＜α＜
[image: image1296.wmf]2

p

－β＜
[image: image1297.wmf]2

p

,

0＜sinβ＜sin(
[image: image1298.wmf]2

p

－α),

∴sinβ＜cosα,0＜sinα＜sin(
[image: image1299.wmf]2

p

－β),

∴sinα＜cosβ,∴
[image: image1300.wmf]cos

sin

a

b

＞1, 
[image: image1301.wmf]a

b

sin

cos

＞1,

∵f(x)在(－∞,0）上单调递增，∴f(x)＜f(0)=2,∴结论成立
  
学生巩固练习
 

1
  函数y=－x·cosx的部分图像是(    )
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2
  函数f(x)=cos2x+sin(
[image: image1310.wmf]2

p

+x)是(    )

A
  非奇非偶函数



B
  仅有最小值的奇函数

C
  仅有最大值的偶函数


D
  既有最大值又有最小值的偶函数

3
  函数f(x)=(
[image: image1316.wmf]3

1

)｜cosx｜在［－π，π］上的单调减区间为_________
  
4
  设ω＞0，若函数f(x)=2sinωx在［－
[image: image1319.wmf]4

,

3

p

p

，］上单调递增，则ω的取值范围是_________
  
5
  设二次函数f(x)=x2+bx+c(b,c∈R),已知不论α、β为何实数恒有f(sinα)≥0和f(2+cosβ)≤0
  
(1)求证
  b+c=－1；

(2)求证c≥3；

(3)若函数f(sinα)的最大值为8，求b，c的值
  
6
  用一块长为a，宽为b(a＞b)的矩形木板，在二面角为α的墙角处围出一个直三棱柱的谷仓，试问应怎样围才能使谷仓的容积最大？并求出谷仓容积的最大值
  
7
  有一块半径为R，中心角为45°的扇形铁皮材料，为了获取面积最大的矩形铁皮，工人师傅常让矩形的一边在扇形的半径上，然后作其最大内接矩形，试问
  工人师傅是怎样选择矩形的四点的？并求出最大面积值
  
8
  设－
[image: image1331.wmf]6

p

≤x≤
[image: image1332.wmf]4

p

，求函数y=log2(1+sinx)+log2(1－sinx)的最大值和最小值
  
9
  是否存在实数a，使得函数y=sin2x+a·cosx+
[image: image1335.wmf]8

5

a－
[image: image1336.wmf]2

3

在闭区间［0，
[image: image1337.wmf]2

p

］上的最大值是1？若存在，求出对应的a值；若不存在，试说明理由
  
参考答案
  
1
  解析
  函数y=－xcosx是奇函数，图像不可能是A和C，又当x∈(0, 
[image: image1342.wmf]2

p

)时，y＜0
  
答案
  D

2
  解析
 f(x)=cos2x+sin(
[image: image1347.wmf]2

p

+x)=2cos2x－1+cosx=2［(cosx+
[image: image1348.wmf]8

1

)

2

2

1

2

-

］－1
 
答案
  D

3
  解
  在［－π,π］上，y=｜cosx｜的单调递增区间是［－
[image: image1353.wmf]2

p

,0］及［
[image: image1354.wmf]2

p

,π］
  而f(x)依｜cosx｜取值的递增而递减,故［－
[image: image1356.wmf]2

p

,0］及［
[image: image1357.wmf]2

p

,π］为f(x)的递减区间
  
4
  解
  由－
[image: image1361.wmf]2

p

≤ωx≤
[image: image1362.wmf]2

p

，得f(x)的递增区间为［－
[image: image1363.wmf]w

p

2

,
[image: image1364.wmf]w

p

2

］，由题设得
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解得


5
  解
  (1)∵－1≤sinα≤1且f(sinα)≥0恒成立，∴f(1)≥0

∵1≤2+cosβ≤3,且f(2+cosβ)≤0恒成立
  ∴f(1)≤0
  
从而知f(1)=0∴b+c+1=0
  
(2)由f(2+cosβ)≤0,知f(3)≤0,∴9+3b+c≤0
  又因为b+c=－1,∴c≥3
  
(3)∵f(sinα)=sin2α+(－1－c)sinα+c=(sinα－
[image: image1373.wmf]2

1

c

+

)2+c－(
[image: image1374.wmf])

2

1

(

c

+

)2,

[image: image2280.emf]当sinα=－1时，［f(sinα)］max=8,由
[image: image1375.wmf]î
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c
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解得b=－4,c=3
  
6
  解
  如图，设矩形木板的长边AB着地，并设OA=x，OB=y，则a2=x2+y2－2xycosα≥2xy－2xycosα=2xy(1－cosα)
  
∵0＜α＜π,∴1－cosα＞0,∴xy≤
[image: image1380.wmf])
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 (当且仅当x=y时取“=”号)，故此时谷仓的容积的最大值V1=(
[image: image1381.wmf]2

1

xysinα)b=
[image: image1382.wmf]2
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  同理，若木板短边着地时，谷仓的容积V的最大值V2=
[image: image1384.wmf]4

1

ab2cos
[image: image1385.wmf]2

a

,

∵a＞b,∴V1＞V2
从而当木板的长边着地，并且谷仓的底面是以a为底边的等腰三角形时，谷仓的容积最大，其最大值为
[image: image1386.wmf]4

1

a2bcos
[image: image1387.wmf]2

a
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  解
  如下图，扇形AOB的内接矩形是MNPQ，连OP，则OP=R，设∠AOP=θ，则∠QOP=45°－θ，NP=Rsinθ,在△PQO中，
[image: image1391.wmf]°

=

q

-

°

135

sin

)

45

sin(

R

PQ

，

∴PQ=
[image: image1392.wmf]2

Rsin(45°－θ)
  

S矩形MNPQ=QP·NP=
[image: image1394.wmf]2

R2sinθsin(45°－θ)

=
[image: image1395.wmf]2

2

R2·［cos(2θ－45°)－
[image: image1396.wmf]2

2

］≤
[image: image1397.wmf]2

1

2

-

R2，

当且仅当cos(2θ－45°)=1,即θ=22
  5°时，S矩形MNPQ的值最大且最大值为
[image: image1399.wmf]2

1

2

-

R2
  
工人师傅是这样选点的，记扇形为AOB，以扇形一半径OA为一边，在扇形上作角AOP且使∠AOP=22
  5°，P为边与扇形弧的交点，自P作PN⊥OA于N，PQ∥OA交OB于Q，并作OM⊥OA于M，则矩形MNPQ为面积最大的矩形，面积最大值为
[image: image1402.wmf]2

1

2

-

R2
  
8
  解
  ∵在［－
[image: image1406.wmf]4

,

6

p

p

］上，1+sinx＞0和1－sinx＞0恒成立，

∴原函数可化为y=log2(1－sin2x)=log2cos2x，

又cosx＞0在［－
[image: image1407.wmf]4

,

6

p

p

］上恒成立，

∴原函数即是y=2log2cosx,在x∈［－
[image: image1408.wmf]4

,

6

p

p

］上，
[image: image1409.wmf]2

2

≤cosx≤1
  
∴log2
[image: image1411.wmf]2

2

≤log2cosx≤log21，即－1≤y≤0，也就是在x∈［－
[image: image1412.wmf]4

,

6

p

p

］上，ymax=0,　ymin=－1
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综合上述知，存在
[image: image1421.wmf]2
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符合题设
  
课前后备注
 　

16、题目
 高中数学复习专题讲座
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三角函数式的化简与求值
高考要求
 

三角函数式的化简和求值是高考考查的重点内容之一
  通过本节的学习使考生掌握化简和求值问题的解题规律和途径，特别是要掌握化简和求值的一些常规技巧，以优化我们的解题效果，做到事半功倍
  
重难点归纳
 

1
  求值问题的基本类型
  ①给角求值，②给值求值，③给式求值，④求函数式的最值或值域，⑤化简求值
  
2
  技巧与方法
  ①要寻求角与角关系的特殊性，化非特角为特殊角，熟练准确地应用公式
  ②注意切割化弦、异角化同角、异名化同名、角的变换等常规技巧的运用
  ③对于条件求值问题，要认真寻找条件和结论的关系，寻找解题的突破口，很难入手的问题，可利用分析法
  ④求最值问题，常用配方法、换元法来解决
  
典型题例示范讲解
  

例1不查表求sin220°+cos280°+
[image: image1447.wmf]3

cos20°cos80°的值
  
命题意图
  本题主要考查两角和、二倍角公式及降幂求值的方法，对计算能力的要求较高
  
知识依托
  熟知三角公式并能灵活应用
  
错解分析
  公式不熟，计算易出错
  
技巧与方法
  解法一利用三角公式进行等价变形；解法二转化为函数问题，使解法更简单更精妙，需认真体会
  
解法一
  sin220°+cos280°+
[image: image1458.wmf]3

sin220°cos80°

=
[image: image1459.wmf]2

1

 (1－cos40°)+
[image: image1460.wmf]2

1

 (1+cos160°)+ 
[image: image1461.wmf]3

sin20°cos80°

=1－
[image: image1462.wmf]2

1

cos40°+
[image: image1463.wmf]2

1

cos160°+
[image: image1464.wmf]3

sin20°cos(60°+20°)

=1－
[image: image1465.wmf]2

1

cos40°+
[image: image1466.wmf]2

1

 (cos120°cos40°－sin120°sin40°)

+
[image: image1467.wmf]3

sin20°(cos60°cos20°－sin60°sin20°)

=1－
[image: image1468.wmf]2

1

cos40°－
[image: image1469.wmf]4

1

cos40°－
[image: image1470.wmf]4

3

sin40°+
[image: image1471.wmf]4

3

sin40°－
[image: image1472.wmf]2

3

sin220°

=1－
[image: image1473.wmf]4

3

cos40°－
[image: image1474.wmf]4

3

(1－cos40°)= 
[image: image1475.wmf]4

1


解法二
  设x=sin220°+cos280°+
[image: image1477.wmf]3

sin20°cos80°

y=cos220°+sin280°－
[image: image1478.wmf]3

cos20°sin80°，则

x+y=1+1－
[image: image1479.wmf]3

sin60°=
[image: image1480.wmf]2

1

，

x－y=－cos40°+cos160°+
[image: image1481.wmf]3

sin100°

=－2sin100°sin60°+
[image: image1482.wmf]3

sin100°=0

∴x=y=
[image: image1483.wmf]4

1

，

即x=sin220°+cos280°+
[image: image1484.wmf]3

sin20°cos80°=
[image: image1485.wmf]4

1


  
例2设关于x的函数y=2cos2x－2acosx－(2a+1)的最小值为f(a)，试确定满足f(a)=
[image: image1487.wmf]2

1

的a值，并对此时的a值求y的最大值
  
命题意图
  本题主要考查最值问题、三角函数的有界性、计算能力以及较强的逻辑思维能力
   

知识依托
  二次函数在给定区间上的最值问题
  
错解分析
  考生不易考查三角函数的有界性，对区间的分类易出错
  
技巧与方法
  利用等价转化把问题化归为二次函数问题，还要用到配方法、数形结合、分类讲座等
  
解
  由y=2(cosx－
[image: image1498.wmf]2

a

)2－
[image: image1499.wmf]2

2
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-

a

a

及cosx∈［－1，1］得
  
f(a)＝
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∵f(a)=
[image: image1502.wmf]2

1

,

∴1－4a=
[image: image1503.wmf]2

1



 EMBED Equation.3  [image: image1504.wmf]Þ

a=
[image: image1505.wmf]8

1



 EMBED Equation.3  [image: image1506.wmf]Ï

［2,+∞
[image: image1507.wmf])


或　－
[image: image1508.wmf]2

2

a

－2a－1=
[image: image1509.wmf]2

1

，解得a=－1
[image: image1510.wmf](2,2)

Î-

，

此时，y=2(cosx+
[image: image1511.wmf]2

1

)2+
[image: image1512.wmf]2

1

，

当cosx=1时，即x=2kπ，k∈Z，ymax=5
  
例3已知函数f(x)=2cosxsin(x+
[image: image1514.wmf]3

p

)－
[image: image1515.wmf]3

sin2x+sinxcosx
(1)求函数f(x)的最小正周期；

(2)求f(x)的最小值及取得最小值时相应的x的值；

(3)若当x∈［
[image: image1516.wmf]12

p

，
[image: image1517.wmf]12

7

p

］时，f(x)的反函数为f－1(x)，求f-－1(1)的值
  
命题意图
  本题主要考查三角公式、周期、最值、反函数等知识，还考查计算变形能力，综合运用知识的能力
  
知识依托
  熟知三角函数公式以及三角函数的性质、反函数等知识
  
错解分析
  在求f-－1(1)的值时易走弯路
  
技巧与方法
  等价转化，逆向思维
  
解
  (1)f(x)=2cosxsin(x+
[image: image1528.wmf]3

p

)－
[image: image1529.wmf]3

sin2x+sinxcosx
=2cosx(sinxcos
[image: image1530.wmf]3

p

+cosxsin
[image: image1531.wmf]3

p

)－
[image: image1532.wmf]3

sin2x+sinxcosx
=2sinxcosx+
[image: image1533.wmf]3

cos2x=2sin(2x+
[image: image1534.wmf]3

p

)

∴f(x)的最小正周期T=π
(2)当2x+
[image: image1535.wmf]3

p

=2kπ－
[image: image1536.wmf]2

p

，即x=kπ－
[image: image1537.wmf]12

5

p

 (k∈Z)时，f(x)取得最小值－2
  
(3)令2sin(2x+
[image: image1539.wmf]3

p

)=1，又x∈［
[image: image1540.wmf]2

7

,

2

p

p

］,

∴2x+
[image: image1541.wmf]3

p

∈［
[image: image1542.wmf]3

p

,
[image: image1543.wmf]2

3

p

］,∴2x+
[image: image1544.wmf]3

p

=
[image: image1545.wmf]6

5

p

，

则x=
[image: image1546.wmf]4

p

，故f-－1(1)= 
[image: image1547.wmf]4

p


  
例4　已知
[image: image1549.wmf]2

p

＜β＜α＜
[image: image1550.wmf]4

3

p

,cos(α－β)=
[image: image1551.wmf]13

12

,sin(α+β)=－
[image: image1552.wmf]5

3

,求sin2α的值_________
  
解法一
  ∵
[image: image1555.wmf]2

p

＜β＜α＜
[image: image1556.wmf]4

3

p

,∴0＜α－β＜
[image: image1557.wmf]4

p


  π＜α+β＜
[image: image1559.wmf]4

3

p

,

∴
[image: image1560.wmf]22

54

sin()1cos(),cos()1sin().

135

abababab

-=--=+=--+=-


∴sin2α=sin［(α－β)+(α+β)］

=sin(α－β)cos(α+β)+cos(α－β)sin(α+β)

[image: image1561.wmf].
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解法二
  ∵sin(α－β)=
[image: image1563.wmf]13

5

,cos(α+β)=－
[image: image1564.wmf]5

4

,

∴sin2α+sin2β=2sin(α+β)cos(α－β)=－
[image: image1565.wmf]65

72


sin2α－sin2β=2cos(α+β)sin(α－β)=－
[image: image1566.wmf]65

40


∴sin2α=
[image: image1567.wmf]65
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学生巩固练习
 

1
  已知方程x2+4ax+3a+1=0(a＞1)的两根均tanα、tanβ，且α，β∈
(－
[image: image1571.wmf]2

,

2

p

p

)，则tan
[image: image1572.wmf]2

b

a

+

的值是(    )

A
  
[image: image1574.wmf]2

1




B
  －2        
C
  
[image: image1577.wmf]3

4

 

D
   
[image: image1579.wmf]2

1

或－2

2
  已知sinα=
[image: image1581.wmf]5

3

，α∈(
[image: image1582.wmf]2

p

，π)，tan(π－β)= 
[image: image1583.wmf]2

1

，则tan(α－2β)=______
  
3
  设α∈(
[image: image1586.wmf]4

3

,

4

p

p

)，β∈(0，
[image: image1587.wmf]4

p

)，cos(α－
[image: image1588.wmf]4

p

)=
[image: image1589.wmf]5

3

，sin(
[image: image1590.wmf]4

3

p

+β)=
[image: image1591.wmf]13

5

，则sin(α+β)=_________
  
4
  不查表求值:
[image: image1594.wmf].

10

cos

1

)

370

tan

3

1

(

100

sin

130

sin

2

°

+

°

+

°

+

°


5
  已知cos(
[image: image1596.wmf]4

p

+x)=
[image: image1597.wmf]5

3

，(
[image: image1598.wmf]12

17

p

＜x＜
[image: image1599.wmf]4

7

p

)，求
[image: image1600.wmf]x

x

x

tan

1

sin

2

2

sin

2

-

+

的值
  
6
  已知α－β=
[image: image1603.wmf]3

8

π，且α≠kπ(k∈Z)
  求
[image: image1605.wmf])

4

4

(

sin

4

2

sin

2

csc

)

cos(

1

2

b

p

a

a

a

p

-

-

-

-

-

的最大值及最大值时的条件
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7
  如右图，扇形OAB的半径为1，中心角60°，四边形PQRS是扇形的内接矩形，当其面积最大时，求点P的位置，并求此最大面积
   
8
  已知cosα+sinβ=
[image: image1610.wmf]3

，sinα+cosβ的取值范围是D，x∈D，求函数y=
[image: image1611.wmf]10

4

3

2

log

2

1

+

+

x

x

的最小值，并求取得最小值时x的值
  
参考答案
  
1
  解析
  ∵a＞1，tanα+tanβ=－4a＜0
  tanα+tanβ=3a+1＞0,

又α、β∈(－
[image: image1617.wmf]2

p

,
[image: image1618.wmf]2

p

)∴α、β∈(－
[image: image1619.wmf]2

p

,θ),则
[image: image1620.wmf]2

b

a

+

∈(－
[image: image1621.wmf]2

p

,0),

又tan(α+β)=
[image: image1622.wmf]3

4

2

tan

1

2

tan

2

)

tan(

,

3

4

)

1

3

(

1

4

tan
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1

tan

tan

2

=

b

+

a

-

b

+

a

=

b

+

a

=

+

-

-

=

b

a

-

b

+

a

又

a

a

,
整理得2tan2
[image: image1623.wmf]2

2

tan

3

2

-

b

+

a

+

b

+

a

=0
  解得tan
[image: image1625.wmf]2

b

+

a

=－2
  
答案
  B

2
  解析
  ∵sinα=
[image: image1630.wmf]5

3

,α∈(
[image: image1631.wmf]2

p

,π),∴cosα=－
[image: image1632.wmf]5

4


则tanα=－
[image: image1633.wmf]4

3

,又tan(π－β)=
[image: image1634.wmf]2

1

可得tanβ=－
[image: image1635.wmf]2

1
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答案
  
[image: image1639.wmf]24
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3
  解析
  α∈(
[image: image1642.wmf]4

3

,

4

p

p

),α－
[image: image1643.wmf]4

p

∈(0, 
[image: image1644.wmf]2

p

),又cos(α－
[image: image1645.wmf]4

p

)=
[image: image1646.wmf]5
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[image: image1655.wmf]p
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Q

（k∈Z）,
[image: image1656.wmf]3
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\
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 （k∈Z）
∴当
[image: image1657.wmf],

2
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=
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-

a

k

即
[image: image1658.wmf]3

4

p

+

p

=

a

k

（k∈Z）时,
[image: image1659.wmf])

3

2

2

sin(

p

-

a

的最小值为－1
  
7
  解
  以OA为x轴
  O为原点，建立平面直角坐标系，

并设P的坐标为(cosθ,sinθ)，则
｜PS｜=sinθ
  直线OB的方程为y=
[image: image1665.wmf]3

x，直线PQ的方程为y=sinθ
  联立解之得Q(
[image: image1667.wmf]3

3

sinθ；sinθ)，所以｜PQ｜=cosθ－
[image: image1668.wmf]3

3

sinθ
  
于是SPQRS=sinθ(cosθ－
[image: image1670.wmf]3

3

sinθ)

=
[image: image1671.wmf]3

3

(
[image: image1672.wmf]3

sinθcosθ－sin2θ)=
[image: image1673.wmf]3

3

(
[image: image1674.wmf]2

3

sin2θ－
[image: image1675.wmf]2

2

cos

1

q

-

)

=
[image: image1676.wmf]3

3

(
[image: image1677.wmf]2

3

sin2θ+
[image: image1678.wmf]2

1

cos2θ－
[image: image1679.wmf]2

1

)= 
[image: image1680.wmf]3

3

sin(2θ+
[image: image1681.wmf]6

p

)－
[image: image1682.wmf]6

3


  
∵0＜θ＜
[image: image1684.wmf]3

p

,∴
[image: image1685.wmf]6

p

＜2θ+
[image: image1686.wmf]6

p

＜
[image: image1687.wmf]6

5

π
  ∴
[image: image1689.wmf]2

1

＜sin(2θ+
[image: image1690.wmf]6

p

)≤1
  
∴sin(2θ+
[image: image1692.wmf]6

p

)=1时，PQRS面积最大，且最大面积是
[image: image1693.wmf]6

3

，

此时，θ=
[image: image1694.wmf]6

p

，点P为
[image: image1695.wmf]»

AB

的中点，P(
[image: image1696.wmf]2

1

,

2

3

)
  
8
  解
  设u=sinα+cosβ
  则u2+(
[image: image1701.wmf]3

)2

=(sinα+cosβ)2+(cosα+sinβ)2=2+2sin(α+β)≤4
  
∴u2≤1,－1≤u≤1
  即D=［－1,1］,

设t=
[image: image1704.wmf]3
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,∵－1≤x≤1,∴1≤t≤
[image: image1705.wmf]5
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课前后备注
 　

17、题目
 高中数学复习专题讲座
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三角函数式在解三角形中的应用
高考要求
 

三角形中的三角函数关系是历年高考的重点内容之一，本节主要帮助考生深刻理解正、余弦定理，掌握解斜三角形的方法和技巧
  
重难点归纳
  

(1)运用方程观点结合恒等变形方法巧解三角形；

(2)熟练地进行边角和已知关系式的等价转化；

(3)能熟练运用三角形基础知识，正、余弦定理及面积公式与三角函数公式配合，通过等价转化或构建方程解答三角形的综合问题，注意隐含条件的挖掘
  
[image: image2283.emf]�
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典型题例示范讲解
 

例1在海岛A上有一座海拔1千米的山，山顶设有一个观察站P，上午11时，测得一轮船在岛北30°东，俯角为30°的B处，到11时10分又测得该船在岛北60°西、俯角为60°的C处。
(1)求船的航行速度是每小时多少千米；

(2)又经过一段时间后，船到达海岛的正西方向的D处，问此时船距岛A有多远？

命题意图
  本题主要考查三角形基础知识，以及学生的识图能力和综合运用三角知识解决实际问题的能力
  
知识依托
  主要利用三角形的三角关系，关键找准方位角，合理利用边角关系
  
错解分析
  考生对方位角识别不准，计算易出错
  
技巧与方法
  主要依据三角形中的边角关系并且运用正弦定理来解决问题
  
解
  (1)在Rt△PAB中，∠APB=60° PA=1，∴AB=
[image: image1734.wmf]3

 (千米)

在Rt△PAC中，∠APC=30°，∴AC=
[image: image1735.wmf]3

3

 (千米)

在△ACB中，∠CAB=30°+60°=90°
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(2)∠DAC=90°－60°=30°

sinDCA=sin(180°－∠ACB)=sinACB=
[image: image1737.wmf]10
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sinCDA=sin(∠ACB－30°)=sinACB·cos30°－cosACB·sin30°
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在△ACD中，据正弦定理得
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答
  此时船距岛A为
[image: image1744.wmf]13
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例2已知△ABC的三内角A、B、C满足A+C=2B，设x=cos
[image: image1746.wmf]2
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，f(x)=cosB(
[image: image1747.wmf]C
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)
  
(1)试求函数f(x)的解析式及其定义域；

(2)判断其单调性，并加以证明；

(3)求这个函数的值域
  
命题意图
  本题主要考查考生运用三角知识解决综合问题的能力，并且考查考生对基础知识的灵活运用的程度和考生的运算能力
  
知识依托
  主要依据三角函数的有关公式和性质以及函数的有关性质去解决问题
  
错解分析
  考生对三角函数中有关公式的灵活运用是难点，并且不易想到运用函数的单调性去求函数的值域问题
  
技巧与方法
  本题的关键是运用三角函数的有关公式求出f(x)的解析式，公式主要是和差化积和积化和差公式
  在求定义域时要注意|
[image: image1758.wmf]2
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解
  (1)∵A+C=2B，∴B=60°，A+C=120°
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又4x2－3≠0，∴x≠
[image: image1767.wmf]2
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，∴定义域为(
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(2)设x1＜x2，

∴f(x2)－f(x1)=
[image: image1772.wmf]3

4

2

3

4

2

2

1

1

2

2

2

-

-

-

x

x

x

x

=
[image: image1773.wmf])

3

4

)(

3

4

(

)

3

4

)(

(

2

2

2

2

1

2

1

2

1

-

-

+

-

x

x

x

x

x

x

，

若x1，x2∈(
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即f(x2)＜f(x1)，若x1，x2∈(
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4x22－3＞0，4x1x2+3＞0，x1－x2＜0，∴f(x2)－f(x1)＜0
  
即f(x2)＜f(x1)，∴f(x)在(
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上都是减函数
  
(3)由(2)知，f(x)＜f(
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故f(x)的值域为(－∞，－
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例3已知△ABC的三个内角A、B、C满足A+C=2B
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解法一
  由题设条件知B=60°，A+C=120°
  
设α=
[image: image1795.wmf]2
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，则A－C=2α，可得A=60°+α，C=60°－α，
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依题设条件有
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整理得4
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解法二
  由题设条件知B=60°，A+C=120°

[image: image1811.wmf]2

2

cos

1

cos

1

,

2

2

60

cos

2

-

=

+

\

-

=

°

-

C

A

Q





①，

把①式化为cosA+cosC=－2
[image: image1812.wmf]2
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 ②，
利用和差化积及积化和差公式，②式可化为
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   　 ③，  

将cos
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　　　④
将cos(A－C)=2cos2(
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学生巩固练习

 1
  给出四个命题
  (1)若sin2A=sin2B，则△ABC为等腰三角形；(2)若sinA=cosB，则△ABC为直角三角形；(3)若sin2A+sin2B+sin2C＜2，则△ABC为钝角三角形；(4)若cos(A－B)cos(B－C)cos(C－A)=1，则△ABC为正三角形
  以上正确命题的个数是(    )

A
  1 



B
  2  


C
  3  


D
  4

2
  在△ABC中，已知A、B、C成等差数列，则
[image: image1837.wmf]2
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的值为__________
  
3
  在△ABC中，A为最小角，C为最大角，已知cos(2A+C)=－
[image: image1840.wmf]3

4

，sinB=
[image: image1841.wmf]5

4

，则cos2(B+C)=__________
  
4
  已知圆内接四边形ABCD的边长分别为AB=2，BC=6，CD=DA=4，求四边形ABCD的面积
  
[image: image2284.emf]�
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5
  如右图，在半径为R的圆桌的正中央上空挂一盏电灯，桌子边缘一点处的照度和灯光射到桌子边缘的光线与桌面的夹角θ的正弦成正比，角和这一点到光源的距离 r的平方成反比，即I=k·
[image: image1846.wmf]2

sin

r

q

，其中 k是一个和灯光强度有关的常数，那么怎样选择电灯悬挂的高度h，才能使桌子边缘处最亮？
6
  在△ABC中，a、b、c分别为角A、B、C的对边，
[image: image1848.wmf]2
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(1)求角A的度数；

(2)若a=
[image: image1850.wmf]3

，b+c=3，求b和c的值
  
7
  在△ABC中，∠A、∠B、∠C所对的边分别为a、b、c，且a、b、3c成等比数列，又∠A－∠C=
[image: image1853.wmf]2

p

，试求∠A、∠B、∠C的值
  
8
  在正三角形ABC的边AB、AC上分别取D、E两点，使沿线段DE折叠三角形时，顶点A正好落在边BC上，在这种情况下，若要使AD最小，求AD∶AB的值
  
参考答案
  
1
  解析
  其中(3）(4）正确
  
答案
   B

2
  解析
  ∵A+B+C=π，A+C=2B，
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答案
  
[image: image1866.wmf]3


3
  解析
  ∵A为最小角∴2A+C=A+A+C＜A+B+C=180°
  
∵cos(2A+C)=－
[image: image1870.wmf]5

4

，∴sin(2A+C)=
[image: image1871.wmf]5

3


  
∵C为最大角，∴B为锐角，又sinB=
[image: image1873.wmf]5

4


  故cosB=
[image: image1875.wmf]5

3


  
即sin(A+C)=
[image: image1877.wmf]5

4

，cos(A+C)=－
[image: image1878.wmf]5

3


  
∵cos(B+C)=－cosA=－cos［(2A+C)－(A+C)］=－
[image: image1880.wmf]25

24

，

∴cos2(B+C)=2cos2(B+C)－1=
[image: image1881.wmf]625
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答案
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  解
  如图
  连结BD，则有四边形ABCD的面积
  
S=S△ABD+S△CDB=
[image: image1889.wmf]2

1

·AB·ADsinA+
[image: image1890.wmf]2

1

·BC·CD·sinC
∵A+C=180°，∴sinA=sinC
故S=
[image: image1891.wmf]2

1

(AB·AD+BC·CD)sinA=
[image: image1892.wmf]2

1

(2×4+6×4)sinA=16sinA
由余弦定理，在△ABD中，BD2=AB2+AD2－2AB·AD·cosA=20－16cosA
在△CDB中，BD2=CB2+CD2－2CB·CD·cosC=52－48cosC
∴20－16cosA=52－48cosC，∵cosC=－cosA，

∴64cosA=－32，cosA=－
[image: image1893.wmf]2

1

，

又0°＜A＜180°，∴A=120°故S=16sin120°=8
[image: image1894.wmf]3


  
5
  解
  R=rcosθ，由此得
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7
  解
  由a、b、3c成等比数列，得
  b2=3ac
∴sin2B=3sinC·sinA=3(－
[image: image1906.wmf]2

1

)［cos(A+C)－cos(A－C)］

∵B=π－(A+C)
  ∴sin2(A+C)=－
[image: image1908.wmf]2

3

［cos(A+C)－cos
[image: image1909.wmf]2

p

］

即1－cos2(A+C)=－
[image: image1910.wmf]2

3

cos(A+C)，解得cos(A+C)=－
[image: image1911.wmf]2
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∵0＜A+C＜π，∴A+C=
[image: image1913.wmf]3

2

π
  又A－C=
[image: image1915.wmf]2

p

∴A=
[image: image1916.wmf]12

7

π，B=
[image: image1917.wmf]3

p

，C=
[image: image1918.wmf]12
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8
  解
  按题意，设折叠后A点落在边BC上改称P点，显然A、P两点关于折线DE对称，又设∠BAP=θ，∴∠DPA=θ，∠BDP=2θ，

再设AB=a，AD=x，∴DP=x
  在△ABC中，
∠APB=180°－∠ABP－∠BAP=120°－θ，

由正弦定理知
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AB

BAP

BP

sin

sin

=


  ∴BP=
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在△PBD中，
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∵0°≤θ≤60°，∴60°≤60°+2θ≤180°，

∴当60°+2θ=90°，即θ=15°时，
sin(60°+2θ)=1，此时x取得最小值
[image: image1929.wmf])
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a，即AD最小，

∴AD∶DB=2
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课前后备注
 

　

18、题目
 高中数学复习专题讲座
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关于不等式证明的常用方法
高考要求
 

不等式的证明，方法灵活多样，它可以和很多内容结合
  高考解答题中，常渗透不等式证明的内容，纯不等式的证明，历来是高中数学中的一个难点，本节着重培养考生数学式的变形能力，逻辑思维能力以及分析问题和解决问题的能力
  
重难点归纳
 

1
  不等式证明常用的方法有
  比较法、综合法和分析法，它们是证明不等式的最基本的方法
  
(1)比较法证不等式有作差(商)、变形、判断三个步骤，变形的主要方向是因式分解、配方，判断过程必须详细叙述
  如果作差以后的式子可以整理为关于某一个变量的二次式，则考虑用判别式法证
  
(2)综合法是由因导果，而分析法是执果索因，两法相互转换，互相渗透，互为前提，充分运用这一辩证关系，可以增加解题思路，开扩视野
  
2
  不等式证明还有一些常用的方法
  换元法、放缩法、反证法、函数单调性法、判别式法、数形结合法等
  换元法主要有三角代换，均值代换两种，在应用换元法时，要注意代换的等价性
  放缩性是不等式证明中最重要的变形方法之一，放缩要有的放矢，目标可以从要证的结论中考查
  有些不等式，从正面证如果不易说清楚，可以考虑反证法
  凡是含有“至少”“惟一”或含有其他否定词的命题，适宜用反证法
  
证明不等式时，要依据题设、题目的特点和内在联系，选择适当的证明方法，要熟悉各种证法中的推理思维，并掌握相应的步骤、技巧和语言特点
  

典型题例示范讲解
  
例1证明不等式
[image: image1961.wmf]n
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命题意图
  本题是一道考查数学归纳法、不等式证明的综合性题目，考查学生观察能力、构造能力以及逻辑分析能力
  
知识依托
  本题是一个与自然数n有关的命题，首先想到应用数学归纳法，另外还涉及不等式证明中的放缩法、构造法等
  
错解分析
  此题易出现下列放缩错误
  

[image: image1968.wmf]111111
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这样只注重形式的统一，而忽略大小关系的错误也是经常发生的
  
技巧与方法
  本题证法一采用数学归纳法从n=k到n=k+1的过渡采用了放缩法
  证法二先放缩，后裂项，有的放矢，直达目标
  而证法三运用函数思想，借助单调性，独具匠心，发人深省
  
证法一
  (1)当n等于1时，不等式左端等于1，右端等于2，所以不等式成立
  
(2)假设n=k(k≥1)时，不等式成立，即1+
[image: image1976.wmf]k
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∴当n=k+1时，不等式成立
  
综合(1)、(2)得
  当n∈N*时，都有1+
[image: image1981.wmf]n

1

3

1

2

1

+

+

+

L

＜2
[image: image1982.wmf]n


  
另从k到k+1时的证明还有下列证法
  

[image: image1985.wmf],

1

1

1

1

2

1

2

2

1

2

:

.

1

2

1

1

2

,

0

1

),

1

(

2

1

)

1

(

2

,

0

)

1

(

)

1

(

)

1

(

2

)

1

(

2

1

)

1

(

2

2

+

=

+

+

+

>

+

+

=

-

+

+

<

+

+

\

>

+

+

<

+

+

\

>

+

-

=

+

+

+

-

=

+

-

-

+

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

Q

Q

Q

又如



[image: image1986.wmf].
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证法二
  对任意k∈N*，都有
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    证法三
  设f(n)=
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那么对任意k∈N* 都有
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∴f(k+1)＞f(k)

因此，对任意n∈N* 都有f(n)＞f(n－1)＞…＞f(1)=1＞0，

∴
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例2求使
[image: image1995.wmf]y

x
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≤a
[image: image1996.wmf]y

x

+

(x＞0，y＞0)恒成立的a的最小值
  
命题意图
 本题考查不等式证明、求最值函数思想、以及学生逻辑分析能力
  
知识依托
 该题实质是给定条件求最值的题目，所求a的最值蕴含于恒成立的不等式中，因此需利用不等式的有关性质把a呈现出来，等价转化的思想是解决题目的突破口，然后再利用函数思想和重要不等式等求得最值

错解分析
  本题解法三利用三角换元后确定a的取值范围，此时我们习惯是将x、y与cosθ、sinθ来对应进行换元，即令
[image: image2003.wmf]x

=cosθ，
[image: image2004.wmf]y

=sinθ(0＜θ＜
[image: image2005.wmf]2

p

)，这样也得a≥sinθ+cosθ，但是这种换元是错误的
  其原因是
  (1)缩小了x、y的范围
  (2)这样换元相当于本题又增加了“x、y=1”这样一个条件，显然这是不对的
  
技巧与方法
  除了解法一经常用的重要不等式外，解法二的方法也很典型，即若参数a满足不等关系，a≥f(x)，则amin=f(x)max
  若 a≤f(x)，则amax=f(x)min，利用这一基本事实，可以较轻松地解决这一类不等式中所含参数的值域问题
  还有三角换元法求最值用的恰当好处，可以把原问题转化
  
解法一
  由于a的值为正数，将已知不等式两边平方，得
  
x+y+2
[image: image2016.wmf]xy

≤a2(x+y)，即2
[image: image2017.wmf]xy

≤(a2－1)(x+y)，


①

∴x，y＞0，∴x+y≥2
[image: image2018.wmf]xy

，



            ②

当且仅当x=y时，②中有等号成立
  
比较①、②得a的最小值满足a2－1=1，

∴a2=2，a=
[image: image2020.wmf]2

 (因a＞0)，∴a的最小值是
[image: image2021.wmf]2


  
解法二
  设
[image: image2024.wmf]y
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∵x＞0，y＞0，∴x+y≥2
[image: image2026.wmf]xy

 (当x=y时“=”成立)，

∴
[image: image2027.wmf]y
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2

≤1，
[image: image2028.wmf]y
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2

的最大值是1
  
从而可知，u的最大值为
[image: image2030.wmf]2
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1
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+

，

又由已知，得a≥u，∴a的最小值为
[image: image2031.wmf]2


  
解法三
  ∵y＞0，

∴原不等式可化为
[image: image2034.wmf]y

x

+1≤a
[image: image2035.wmf]1

+

y

x

，

设
[image: image2036.wmf]y

x

=tanθ，θ∈(0，
[image: image2037.wmf]2
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)
  
∴tanθ+1≤a
[image: image2039.wmf]1
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  即tanθ+1≤asecθ
∴a≥sinθ+cosθ=
[image: image2041.wmf]2

sin(θ+
[image: image2042.wmf]4

p

)，



③

又∵sin(θ+
[image: image2043.wmf]4

p

)的最大值为1(此时θ=
[image: image2044.wmf]4

p

)
  
由③式可知a的最小值为
[image: image2046.wmf]2


  
例3已知a＞0，b＞0，且a+b=1
  求证
  (a+
[image: image2050.wmf]a
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)(b+
[image: image2051.wmf]b
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)≥
[image: image2052.wmf]4
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证法一
  (分析综合法）

欲证原式，即证4(ab)2+4(a2+b2)－25ab+4≥0，

即证4(ab)2－33(ab)+8≥0，即证ab≤
[image: image2055.wmf]4

1

或ab≥8
  
∵a＞0，b＞0，a+b=1，∴ab≥8不可能成立

∵1=a+b≥2
[image: image2057.wmf]ab

，∴ab≤
[image: image2058.wmf]4

1

，从而得证
  
证法二
  (均值代换法)

设a=
[image: image2061.wmf]2

1

+t1，b=
[image: image2062.wmf]2

1

+t2
  
∵a+b=1，a＞0，b＞0，∴t1+t2=0，|t1|＜
[image: image2064.wmf]2
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，|t2|＜
[image: image2065.wmf]2
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显然当且仅当t=0，即a=b=
[image: image2067.wmf]2

1

时，等号成立
  
证法三
  (比较法）

∵a+b=1，a＞0，b＞0，∴a+b≥2
[image: image2070.wmf]ab

，∴ab≤
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证法四
  (综合法)

∵a+b=1， a＞0，b＞0，∴a+b≥2
[image: image2074.wmf]ab

，∴ab≤
[image: image2075.wmf]4
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证法五
  (三角代换法）

∵ a＞0，b＞0，a+b=1，故令a=sin2α，b=cos2α，α∈(0，
[image: image2080.wmf]2
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学生巩固练习
 

1
 已知x、y是正变数,a、b是正常数,且
[image: image2084.wmf]y

b

x

a

+

=1，x+y的最小值为 _
 
2
  设正数a、b、c、d满足a+d=b+c，且|a－d|＜|b－c|，则ad与bc的大小关系是_________
  
3
  若m＜n，p＜q，且(p－m)(p－n)＜0，(q－m)(q－n)＜0，则m、n、p、q的大小顺序是__________
  
4
  已知a，b，c为正实数，a+b+c=1
  求证
  
(1)a2+b2+c2≥
[image: image2093.wmf]3
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 (2)
[image: image2094.wmf]2
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5
  已知x，y，z∈R，且x+y+z=1，x2+y2+z2=
[image: image2096.wmf]2

1

，

证明
  x，y，z∈［0，
[image: image2098.wmf]3

2

］

6
  证明下列不等式
  
(1)若x，y，z∈R，a，b，c∈R+，

则
[image: image2101.wmf]c
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2

z2≥2(xy+yz+zx)

(2)若x，y，z∈R+，且x+y+z=xyz，

则
[image: image2102.wmf]z
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≥2(
[image: image2103.wmf]z
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7
  已知i，m、n是正整数，且1＜i≤m＜n
  
(1)证明
  niA
[image: image2107.wmf]i

m

＜miA
[image: image2108.wmf]i

n


  
(2)证明
  (1+m)n＞(1+n)m
8
  若a＞0，b＞0，a3+b3=2，求证
  a+b≤2，ab≤1
 
参考答案
  
1
  解析
  令
[image: image2117.wmf]x

a

=cos2θ，
[image: image2118.wmf]y

b

=sin2θ，则x=asec2θ，y=bcsc2θ，

∴x+y=asec2θ+bcsc2θ=a+b+atan2θ+bcot2θ

≥a+b+2
[image: image2119.wmf]ab
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答案
  a+b+2
[image: image2122.wmf]ab


2
  解析
  由0≤|a－d|＜|b－c|
[image: image2125.wmf]Û

(a－d)2＜(b－c)2


[image: image2126.wmf]Û

(a+b)2－4ad＜(b+c)2－4bc

∵a+d=b+c，∴－4ad＜－4bc，故ad＞bc
  
答案
  ad＞bc
3
  解析
  把p、q看成变量，则m＜p＜n，m＜q＜n
  
答案
  m＜p＜q＜n
4
  (1)证法一
  a2+b2+c2－
[image: image2135.wmf]3

1

=
[image: image2136.wmf]3

1

(3a2+3b2+3c2－1)

=
[image: image2137.wmf]3

1

［3a2+3b2+3c2－(a+b+c)2］

=
[image: image2138.wmf]3

1

［3a2+3b2+3c2－a2－b2－c2－2ab－2ac－2bc］

=
[image: image2139.wmf]3

1

［(a－b)2+(b－c)2+(c－a)2］≥0  ∴a2+b2+c2≥
[image: image2140.wmf]3

1


证法二
  ∵(a+b+c)2=a2+b2+c2+2ab+2ac+2bc

≤a2+b2+c2+a2+b2+a2+c2+b2+c2
∴3(a2+b2+c2)≥(a+b+c)2=1  ∴a2+b2+c2≥
[image: image2142.wmf]3
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证法三
  ∵
[image: image2144.wmf]3
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∴a2+b2+c2≥
[image: image2145.wmf]3

c

b
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∴a2+b2+c2≥
[image: image2146.wmf]3

1


证法四
  设a=
[image: image2148.wmf]3

1

+α，b=
[image: image2149.wmf]3

1

+β，c=
[image: image2150.wmf]3

1

+γ
  
∵a+b+c=1，∴α+β+γ=0

∴a2+b2+c2=(
[image: image2152.wmf]3

1

+α)2+(
[image: image2153.wmf]3

1

+β)2+(
[image: image2154.wmf]3

1

+γ)2
=
[image: image2155.wmf]3

1

+
[image: image2156.wmf]3

2

 (α+β+γ)+α2+β2+γ2
=
[image: image2157.wmf]3

1

+α2+β2+γ2≥
[image: image2158.wmf]3
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∴a2+b2+c2≥
[image: image2159.wmf]3
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[image: image2160.wmf]6

2

9

)

(

3

2

3

2

3

2

3

2

3

3

2

3

,

2

3

3

2

3

,

2

1

2

3

1

)

2

3

(

2

3

:

)

2

(

=

+

+

+

<

+

+

+

+

+

\

+

<

+

+

<

+

+

+

<

´

+

=

+

c

b

a

c

b

a

c

c

b

b

a

a

a

同理

证法一

Q


∴原不等式成立
  
证法二
  
[image: image2163.wmf]3
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[image: image2164.wmf]3
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5
  证法一
  由x+y+z=1，x2+y2+z2=
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证法二
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证法三
  设x、y、z三数中若有负数，不妨设x＜0，则x2＞0，
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x、y、z三数中若有最大者大于
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  矛盾
  
故x、y、z∈［0，
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证明

证明

Q

∵上式显然成立，∴原不等式得证
  
7
  证明
  (1)对于1＜i≤m，且A
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(2)由二项式定理有
  
(1+m)n=1+C
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即(1+m)n＞(1+n)m成立
  
8
  证法一
  因a＞0，b＞0，a3+b3=2，所以

(a+b)3－23=a3+b3+3a2b+3ab2－8=3a2b+3ab2－6

=3［ab(a+b)－2］=3［ab(a+b)－(a3+b3)］=－3(a+b)(a－b)2≤0
  
即(a+b)3≤23，又a+b＞0，所以a+b≤2，因为2
[image: image2257.wmf]ab

≤a+b≤2，

所以ab≤1
  
证法二
  设a、b为方程x2－mx+n=0的两根，则
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因为a＞0，b＞0，所以m＞0，n＞0，且Δ=m2－4n≥0  

①

因为2=a3+b3=(a+b)(a2－ab+b2)=(a+b)［(a+b)2－3ab］=m(m2－3n)

所以n=
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将②代入①得m2－4(
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即
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≥0，所以－m3+8≥0，即m≤2，所以a+b≤2，

由2≥m 得4≥m2，又m2≥4n，所以4≥4n，

即n≤1，所以ab≤1
  
证法三
  因a＞0，b＞0，a3+b3=2，所以

2=a3+b3=(a+b)(a2+b2－ab)≥(a+b)(2ab－ab)=ab(a+b)

于是有6≥3ab(a+b)，

从而8≥3ab(a+b)+2=3a2b+3ab2+a3+b3=(a+b)3，所以a+b≤2，(下略）

证法四
  因为
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所以对任意非负实数a、b，有
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因为a＞0，b＞0，a3+b3=2，所以1=
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[image: image2273.wmf]2
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≤1，即a+b≤2，(以下略）

证法五
  假设a+b＞2，则

a3+b3=(a+b)(a2－ab+b2)=(a+b)［(a+b)2－3ab］＞(a+b)ab＞2ab，所以ab＜1，

又a3+b3=(a+b)［a2－ab+b2］=(a+b)［(a+b)2－3ab］＞2(22－3ab)

因为a3+b3=2，所以2＞2(4－3ab)，因此ab＞1，前后矛盾，

故a+b≤2(以下略)
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