2009年高考数学一轮复习资料三
19、题目
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 HYPERLINK "http://www.xjktyg.com/wxc/" 



 HYPERLINK "http://www.xjktyg.com/wxc/" 



 HYPERLINK "http://www.xjktyg.com/wxc/" 



 HYPERLINK "http://www.xjktyg.com/wxc/" 



 HYPERLINK "http://www.xjktyg.com/wxc/" 



 HYPERLINK "http://www.xjktyg.com/wxc/" 



 HYPERLINK "http://www.xjktyg.com/wxc/" 

不等式知识的综合应用
高考要求
  
不等式是继函数与方程之后的又一重点内容之一，作为解决问题的工具，与其他知识综合运用的特点比较突出
  不等式的应用大致可分为两类
  一类是建立不等式求参数的取值范围或解决一些实际应用问题；另一类是建立函数关系，利用均值不等式求最值问题、本难点提供相关的思想方法，使考生能够运用不等式的性质、定理和方法解决函数、方程、实际应用等方面的问题
  
重难点归纳

1
  应用不等式知识可以解决函数、方程等方面的问题，在解决这些问题时，关键是把非不等式问题转化为不等式问题，在化归与转化中，要注意等价性
  
2
  对于应用题要通过阅读，理解所给定的材料，寻找量与量之间的内在联系，抽象出事物系统的主要特征与关系，建立起能反映其本质属性的数学结构，从而建立起数学模型，然后利用不等式的知识求出题中的问题
  
典型题例示范讲解
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例1用一块钢锭烧铸一个厚度均匀，且表面积为2平方米的正四棱锥形有盖容器(如右图)设容器高为h米，盖子边长为a米，
(1)求a关于h的解析式；

(2)设容器的容积为V立方米，则当h为何值时，V最大？求出V的最大值(求解本题时，不计容器厚度)

命题意图
  本题主要考查建立函数关系式，棱锥表面积和体积的计算及用均值定论求函数的最值
  
知识依托
  本题求得体积V的关系式后，应用均值定理可求得最值
  
错解分析
  在求得a的函数关系式时易漏h＞0
  
技巧与方法
  本题在求最值时应用均值定理
  
解
  ①设h′是正四棱锥的斜高，由题设可得
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②由
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所以V≤
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，当且仅当h=
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即h=1时取等号

故当h=1米时，V有最大值，V的最大值为
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立方米
  
例2已知a，b，c是实数，函数f(x)=ax2+bx+c，g(x)=ax+b，当－1≤x≤1时|f(x)|≤1
  
(1)证明
  |c|≤1；

(2)证明
  当－1 ≤x≤1时，|g(x)|≤2；

(3)设a＞0，有－1≤x≤1时， g(x)的最大值为2，求f(x)
  
命题意图
  本题主要考查二次函数的性质、含有绝对值不等式的性质，以及综合应用数学知识分析问题和解决问题的能力
  
知识依托
  二次函数的有关性质、函数的单调性是药引，而绝对值不等式的性质灵活运用是本题的灵魂
  
错解分析
  本题综合性较强，其解答的关键是对函数f(x)的单调性的深刻理解，以及对条件“－1≤x≤1时|f(x)|≤1”的运用；绝对值不等式的性质使用不当，会使解题过程空洞，缺乏严密，从而使题目陷于僵局
  
技巧与方法
  本题(2)问有三种证法，证法一利用g(x)的单调性；证法二利用绝对值不等式
  ||a|－|b||≤|a±b|≤|a|+|b|；而证法三则是整体处理g(x)与f(x)的关系
  
(1)证明
  由条件当=1≤x≤1时，|f(x)|≤1，
取x=0得 |c|=|f(0)|≤1，即|c|≤1
  
(2)证法一
  依题设|f(0)|≤1而f(0)=c，
所以|c|≤1
  当a＞0时，g(x)=ax+b在［－1，1］上是增函数，
于是g(－1)≤g(x)≤g(1)，(－1≤x≤1)
  
∵|f(x)|≤1，(－1≤x≤1)，|c|≤1，

∴g(1)=a+b=f(1)－c≤|f(1)|+|c|=2，

g(－1)=－a+b=－f(－1)+c≥－(|f(－2)|+|c|)≥－2，

因此得|g(x)|≤2  (－1≤x≤1)；

当a＜0时，g(x)=ax+b在［－1，1］上是减函数，
于是g(－1)≥g(x)≥g(1)，(－1≤x≤1)，

∵|f(x)|≤1  (－1≤x≤1)，|c|≤1

∴|g(x)|=|f(1)－c|≤|f(1)|+|c|≤2
  
综合以上结果，当－1≤x≤1时，都有|g(x)|≤2
  
证法二
  ∵|f(x)|≤1(－1≤x≤1)

∴|f(－1)|≤1，|f(1)|≤1，|f(0)|≤1，

∵f(x)=ax2+bx+c，∴|a－b+c|≤1，|a+b+c|≤1，|c|≤1，

因此，根据绝对值不等式性质得
  
|a－b|=|(a－b+c)－c|≤|a－b+c|+|c|≤2，

|a+b|=|(a+b+c)－c|≤|a+b+c|+|c|≤2，

∵g(x)=ax+b，∴|g(±1)|=|±a+b|=|a±b|≤2，

函数g(x)=ax+b的图象是一条直线，
因此|g(x)|在［－1，1］上的最大值只能在区间的端点x=－1或x=1处取得，于是由|g(±1)|≤2得|g(x)|≤2，(－1＜x＜1
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当－1≤x≤1时，有0≤
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∵|f(x)|≤1，(－1≤x≤1)，∴|f 
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因此当－1≤x≤1时，|g(x)|≤|f 
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(3)解
  因为a＞0，g(x)在［－1，1］上是增函数，当x=1时取得最大值2，即g(1)=a+b=f(1)－f(0)=2
  




①

∵－1≤f(0)=f(1)－2≤1－2=－1，∴c=f(0)=－1
  
因为当－1≤x≤1时，f(x)≥－1，即f(x)≥f(0)，

根据二次函数的性质，直线x=0为f(x)的图象的对称轴，

由此得－
[image: image73.wmf]a

b

2

＜0 ，即b=0
  
由①得a=2，所以f(x)=2x2－1
  
例3设二次函数f(x)=ax2+bx+c(a＞0)，方程f(x)－x=0的两个根x1、x2满足0＜x1＜x2＜
[image: image76.wmf]a
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(1)当x∈［0，x1
[image: image78.wmf])

时，证明x＜f(x)＜x1；

(2)设函数f(x)的图像关于直线x=x0对称，证明
  x0＜
[image: image80.wmf]2
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解
  (1)令F(x)=f(x)－x，因为x1，x2是方程f(x)－x=0的根，所以F(x)=a(x－x1)(x－x2)
  当x∈(0，x1)时，由于x1＜x2，得(x－x1)(x－x2)＞0，

又a＞0，得F(x)=a(x－x1)(x－x2)＞0，即x＜f(x)

x1－f(x)=x1－［x+F(x)］=x1－x+a(x1－x)(x－x2)=(x1－x)［1+a(x－x2)］

∵0＜x＜x1＜x2＜
[image: image84.wmf]a

1

，∴x1－x＞0，1+a(x－x2)=1+ax－ax2＞1－ax2＞0

∴x1－f(x)＞0，由此得f(x)＜x1
  
(2)依题意
  x0=－
[image: image87.wmf]a
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2

，因为x1、x2是方程f(x)－x=0的两根，即x1，x2是方程ax2+(b－1)x+c=0的根
  
∴x1+x2=－
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学生巩固练习
 
1
  定义在R上的奇函数f(x)为增函数，偶函数g(x)在区间［0，+∞)的图像与f(x)的图像重合，设a＞b＞0，给出下列不等式，其中正确不等式的序号是(    )

①f(b)－f(－a)＞g(a)－g(－b)  ②f(b)－f(－a)＜g(a)－g(－b)  
③f(a)－f(－b)＞g(b)－g(－a)  ④f(a)－f(－b)＜g(b)－g(－a)

A
  ①③


B
  ②④

C
  ①④


D
  ②③

2
  下列四个命题中
  ①a+b≥2
[image: image101.wmf]ab

  ②sin2x+
[image: image102.wmf]x
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sin
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≥4  ③设x，y都是正数，若
[image: image103.wmf]y

x

9

1

+

=1，则x+y的最小值是12  ④若|x－2|＜ε，|y－2|＜ε，则|x－y|＜2ε，其中所有真命题的序号是__________
  
3
  某公司租地建仓库，每月土地占用费y1与车库到车站的距离成反比，而每月库存货物的运费y2与到车站的距离成正比，如果在距车站10公里处建仓库，这两项费用y1和y2分别为2万元和8万元，那么要使这两项费用之和最小，仓库应建在离车站__________公里处
  
4
  已知二次函数 f(x)=ax2+bx+1(a，b∈R，a＞0)，设方程f(x)=x的两实数根为x1，x2
  
(1)如果x1＜2＜x2＜4，设函数f(x)的对称轴为x=x0，求证x0＞－1；

(2)如果|x1|＜2，|x2－x1|=2，求b的取值范围
  
5
  某种商品原来定价每件p元，每月将卖出n件，假若定价上涨x成(这里x成即
[image: image111.wmf]10

x

，0＜x≤10
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  每月卖出数量将减少y成，而售货金额变成原来的 z倍
  
(1)设y=ax，其中a是满足
[image: image115.wmf]3

1

≤a＜1的常数，用a来表示当售货金额最大时的x的值；

(2)若y=
[image: image116.wmf]3

2

x，求使售货金额比原来有所增加的x的取值范围
  
6
  设函数f(x)定义在R上，对任意m、n恒有f(m+n)=f(m)·f(n)，且当x＞0时，0＜f(x)＜1
  
(1)求证
  f(0)=1，且当x＜0时，f(x)＞1；

(2)求证
  f(x)在R上单调递减；

(3)设集合A={ (x，y)|f(x2)·f(y2)＞f(1)}，集合B={(x，y)|f(ax－g+2)=1，a∈R}，若A∩B=
[image: image122.wmf]Æ

，求a的取值范围
  
7
  已知函数f(x)=
[image: image125.wmf]1
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 (b＜0)的值域是［1，3］，

(1)求b、c的值；

(2)判断函数F(x)=lgf(x)，当x∈［－1，1］时的单调性，并证明你的结论；

(3)若t∈R，求证
  lg
[image: image127.wmf]5
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参考答案
  
1
  解析
  由题意f(a)=g(a)＞0，f(b)=g(b)＞0，且f(a)＞f(b)，g(a)＞g(b)

∴f(b)－f(－a)=f(b)+f(a)=g(a)+g(b)

而g(a)－g(－b)=g(a)－g(b)∴g(a)+g(b)－［g(a)－g(b)］

=2g(b)＞0，∴f(b)－f(－a)＞g(a)－g(－b)

同理可证
  f(a)－f(－b)＞g(b)－g(－a)

答案
  A

2
  解析
  ①②③不满足均值不等式的使用条件“正、定、等”
  
④式 |x－y|=|(x－2)－(y－2)|≤|(x－2)－(y－2)|≤|x－2|+|y－2|＜ε+ε=2ε
  
答案
  ④

3
  解析
  由已知y1=
[image: image144.wmf]x

20

；y2=0
  8x(x为仓库与车站距离)

费用之和y=y1+y2=0
  8x+ 
[image: image147.wmf]x

20

≥2
[image: image148.wmf]x

x

20

8

.

0

×

=8

当且仅当0
  8x=
[image: image150.wmf]x

20

即x=5时“=”成立

答案
  5公里处

4
  证明
  (1)设g(x)=f(x)－x=ax2+(b－1)x+1，且x＞0
  
∵x1＜2＜x2＜4，∴(x1－2)(x2－2)＜0，即x1x2＜2(x1+x2)－4，
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(2)解
  由方程g(x)=ax2+(b－1)x+1=0可知x1·x2=
[image: image157.wmf]a

1

＞0，所以x1，x2同号

1°若0＜x1＜2，则x2－x1=2，∴x2=x1+2＞2，

∴g(2)＜0，即4a+2b－1＜0





 ①

又(x2－x1)2=
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 (∵a＞0)代入①式得，

2
[image: image160.wmf]1

)

1

(

2

+

-

b

＜3－2b





       ②

解②得b＜
[image: image161.wmf]4

1


2°若 －2＜x1＜0，则x2=－2+x1＜－2

∴g(－2)＜0，即4a－2b+3＜0





③

又2a+1=
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④

解④得b＞
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综上，当0＜x1＜2时，b＜
[image: image166.wmf]4

1

，当－2＜x1＜0时，b＞
[image: image167.wmf]4
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5
  解
  (1)由题意知某商品定价上涨x成时，上涨后的定价、每月卖出数量、每月售货金额分别是
  p(1+
[image: image172.wmf]10
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)元、n(1－
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，
在y=ax的条件下，z=
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由于
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≤a＜1，则0＜
[image: image180.wmf]a

a

)

1

(

5

-

≤10
  
要使售货金额最大，即使z值最大，此时x=
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(2)由z=
[image: image184.wmf]100

1

 (10+x)(10－
[image: image185.wmf]3

2

x)＞1，解得0＜x＜5
  
6
  (1)证明
  令m＞0，n=0得
  f(m)=f(m)·f(0)
  ∵f(m)≠0，∴f(0)=1

取m=m，n=－m，(m＜0)，得f(0)=f(m)f(－m)

∴f(m)=
[image: image191.wmf])

(
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-

，∵m＜0，∴－m＞0，∴0＜f(－m)＜1，∴f(m)＞1

(2)证明
  任取x1，x2∈R，则f(x1)－f(x2)=f(x1)－f［(x2－x1)+x1］

=f(x1)－f(x2－x1)·f(x1)=f(x1)［1－f(x2－x1)］，

∵f(x1)＞0，1－f(x2－x1)＞0，∴f(x1)＞f(x2)，

∴函数f(x)在R上为单调减函数
  
(3)由
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，
由题意此不等式组无解，数形结合得
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  (1)解
  设y=
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，则(y－2)x2－bx+y－c=0

①

∵x∈R，∴①的判别式Δ≥0，即 b2－4(y－2)(y－c)≥0，

即4y2－4(2+c)y+8c+b2≤0  





    ②

由条件知，不等式②的解集是［1，3］

∴1，3是方程4y2－4(2+c)y+8c+b2=0的两根
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对任意实数t 成立
 
课前后备注
 
数学中的不等式关系

数学是研究空间形式和数量关系的科学，恩格斯在《自然辩证法》一书中指出，数学是辩证的辅助工具和表现形式，数学中蕴含着极为丰富的辩证唯物主义因素，等与不等关系正是该点的生动体现，它们是对立统一的，又是相互联系、相互影响的；等与不等关系是中学数学中最基本的关系
  
等的关系体现了数学的对称美和统一美，不等关系则如同仙苑奇葩呈现出了数学的奇异美
  不等关系起源于实数的性质，产生了实数的大小关系，简单不等式，不等式的基本性质，如果把简单不等式中的实数抽象为用各种数学符号集成的数学式，不等式发展为一个人丁兴旺的大家族，由简到繁，形式各异
  如果赋予不等式中变量以特定的值、特定的关系，又产生了重要不等式、均值不等式等
  不等式是永恒的吗？显然不是，由此又产生了解不等式与证明不等式两个极为重要的问题
  解不等式即寻求不等式成立时变量应满足的范围或条件，不同类型的不等式又有不同的解法；不等式证明则是推理性问题或探索性问题
  推理性即在特定条件下，阐述论证过程，揭示内在规律，基本方法有比较法、综合法、分析法；探索性问题大多是与自然数n有关的证明问题，常采用观察—归纳—猜想—证明的思路，以数学归纳法完成证明
  另外，不等式的证明方法还有换元法、放缩法、反证法、构造法等
  
数学科学是一个不可分割的有机整体，它的生命力正是在于各个部分之间的联系
  不等式的知识渗透在数学中的各个分支，相互之间有着千丝万缕的联系，因此不等式又可作为一个工具来解决数学中的其他问题，诸如集合问题，方程(组)的解的讨论，函数单调性的研究，函数定义域的确定，三角、数列、复数、立体几何、解析几何中的最大值、最小值问题无一不与不等式有着密切的联系
  许多问题最终归结为不等式的求解或证明；不等式还可以解决现实世界中反映出来的数学问题
  不等式中常见的基本思想方法有等价转化、分类讨论、数形结合、函数与方程
  总之，不等式的应用体现了一定的综合性，灵活多样性
  
等与不等形影不离，存在着概念上的亲缘关系，是中学数学中最广泛、最普遍的关系
  数学的基本特点是应用的广泛性、理论的抽象性和逻辑的严谨性，而不等关系是深刻而生动的体现
  不等虽没有等的温柔，没有等的和谐，没有等的恰到好处，没有等的天衣无缝，但它如山之挺拔，峰之隽秀，海之宽阔，天之高远，怎能不让人心旷神怡，魂牵梦绕呢？
20、题目
 高中数学复习专题讲座
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直线方程及其应用

高考要求
   

直线是最简单的几何图形，是解析几何最基础的部分，本章的基本概念；基本公式；直线方程的各种形式以及两直线平行、垂直、重合的判定都是解析几何重要的基础内容
  应达到熟练掌握、灵活运用的程度，线性规划是直线方程一个方面的应用，属教材新增内容，高考中单纯的直线方程问题不难，但将直线方程与其他知识综合的问题是学生比较棘手的
  

重难点归纳
 

1
  对直线方程中的基本概念，要重点掌握好直线方程的特征值(主要指斜率、截距)等问题；直线平行和垂直的条件；与距离有关的问题等
  
2
  对称问题是直线方程的一个重要应用，中学里面所涉及到的对称一般都可转化为点关于点或点关于直线的对称
  中点坐标公式和两条直线垂直的条件是解决对称问题的重要工具
  
3
  线性规划是直线方程的又一应用
  线性规划中的可行域，实际上是二元一次不等式(组)表示的平面区域
  求线性目标函数z=ax+by的最大值或最小值时，设t=ax+by,则此直线往右(或左)平移时，t值随之增大(或减小)，要会在可行域中确定最优解
  
4
  由于一次函数的图象是一条直线，因此有关函数、数列、不等式、复数等代数问题往往借助直线方程进行，考查学生的综合能力及创新能力
  
典型题例示范讲解
 

例1某校一年级为配合素质教育，利用一间教室作为学生绘画成果展览室，为节约经费，他们利用课桌作为展台，将装画的镜框放置桌上，斜靠展出，已知镜框对桌面的倾斜角为α(90°≤α＜180°)镜框中，画的上、下边缘与镜框下边缘分别相距a m,b m,(a＞b)
  问学生距离镜框下缘多远看画的效果最佳？

命题意图
  本题是一个非常实际的数学问题，它不仅考查了直线的有关概念以及对三角知识的综合运用，而且更重要的是考查了把实际问题转化为数学问题的能力
  
知识依托
  三角函数的定义，两点连线的斜率公式，不等式法求最值
  
错解分析
  解决本题有几处至关重要，一是建立恰当的坐标系，使问题转化成解析几何问题求解；二是把问题进一步转化成求tanACB的最大值
  如果坐标系选择不当，或选择求sinACB的最大值
  都将使问题变得复杂起来
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技巧与方法
  欲使看画的效果最佳，应使∠ACB取最大值，欲求角的最值，又需求角的一个三角函数值
  
解
  建立如图所示的直角坐标系，AO为镜框边，AB为画的宽度，O为下边缘上的一点，在x轴的正半轴上找一点C(x,0)(x＞0),欲使看画的效果最佳，应使∠ACB取得最大值
   
由三角函数的定义知
  A、B两点坐标分别为(acosα,asinα)、

(bcosα,bsinα),于是直线AC、BC的斜率分别为
  
kAC=tanxCA=
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于是

tanACB=
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由于∠ACB为锐角，且x＞0,则tanACB≤
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当且仅当
[image: image276.wmf]x

ab

=x，即x=
[image: image277.wmf]ab

时，等号成立，

此时∠ACB取最大值，对应的点为C(
[image: image278.wmf]ab

,0),

因此，学生距离镜框下缘
[image: image279.wmf]ab

 cm处时，视角最大，即看画效果最佳
  
例2预算用2000元购买单件为50元的桌子和20元的椅子，希望使桌椅的总数尽可能的多，但椅子不少于桌子数，且不多于桌子数的1
  5倍，问桌、椅各买多少才行？

命题意图
  利用线性规划的思想方法解决某些实际问题属于直线方程的一个应用，本题主要考查找出约束条件与目标函数、准确地描画可行域，再利用图形直观求得满足题设的最优解
  
知识依托
  约束条件，目标函数，可行域，最优解
  
错解分析
  解题中应当注意到问题中的桌、椅张数应是自然数这个隐含条件，若从图形直观上得出的最优解不满足题设时，应作出相应地调整，直至满足题设
  
技巧与方法
  先设出桌、椅的变数后，目标函数即为这两个变数之和，再由此在可行域内求出最优解
  
解
  设桌椅分别买x,y张，把所给的条件表示成不等式组，即约束条件

为
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∴A点的坐标为(
[image: image293.wmf]7
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，
[image: image294.wmf]7
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∴B点的坐标为(25，
[image: image296.wmf]2

75

)
所以满足约束条件的可行域是以A(
[image: image297.wmf]7

200

，
[image: image298.wmf]7

200

)，B(25，
[image: image299.wmf]2

75

)，O(0，0)为顶点的三角形区域(如右图)

由图形直观可知，目标函数z=x+y在可行域内的最优解为(25，
[image: image300.wmf]2

75

)，但注意到x∈N,y∈N*,故取y=37
  
故有买桌子25张，椅子37张是最好选择
  
例3抛物线有光学性质
  由其焦点射出的光线经抛物线折射后，沿平行于抛物线对称轴的方向射出，今有抛物线y2=2px(p[image: image2078.emf]
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＞0)
  一光源在点M(
[image: image305.wmf]4

41

,4)处，由其发出的光线沿平行于抛物线的轴的方向射向抛物线上的点P，折射后又射向抛物线上的点Q，再折射后，又沿平行于抛物线的轴的方向射出，途中遇到直线l
  2x－4y－17=0上的点N，再折射后又射回点M(如下图所示) 
(1)设P、Q两点坐标分别为(x1,y1)、(x2,y2)，证明
  y1·y2=－p2；

(2)求抛物线的方程；

(3)试判断在抛物线上是否存在一点，使该点与点M关于PN所在的直线对称？若存在，请求出此点的坐标；若不存在，请说明理由
  
命题意图
  对称问题是直线方程的又一个重要应用
  本题是一道与物理中的光学知识相结合的综合性题目，考查了学生理解问题、分析问题、解决问题的能力
  
知识依托
  韦达定理，点关于直线对称，直线关于直线对称，直线的点斜式方程，两点式方程
  
错解分析
  在证明第(1)问题，注意讨论直线PQ的斜率不存在时
  
技巧与方法
  点关于直线对称是解决第(2)、第(3)问的关键
  
(1)证明
  由抛物线的光学性质及题意知

光线PQ必过抛物线的焦点F(
[image: image319.wmf]2

p

，0)，

设直线PQ的方程为y=k(x－
[image: image320.wmf]2

p

)   



①

由①式得x=
[image: image321.wmf]k

1

y+
[image: image322.wmf]2

p

,将其代入抛物线方程y2=2px中，整理，得y2－
[image: image323.wmf]k

p

2

y－p2=0,由韦达定理，y1y2=－p2
  
当直线PQ的斜率角为90°时，将x=
[image: image325.wmf]2

p

代入抛物线方程，得y=±p,同样得到y1·y2=－p2
  
(2)解
  因为光线QN经直线l反射后又射向M点，所以直线MN与直线QN关于直线l对称，设点M(
[image: image328.wmf]4

41

，4)关于l的对称点为M′(x′,y′)，则
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直线QN的方程为y=－1,Q点的纵坐标y2=－1，

由题设P点的纵坐标y1=4，且由(1)知
  y1·y2=－p2,则4·(－1)=－p2,

得p=2,故所求抛物线方程为y2=4x
  
(3)解
  将y=4代入y2=4x,得x=4，故P点坐标为(4，4)

将y=－1代入直线l的方程为2x－4y－17=0,得x=
[image: image334.wmf]2

13

,

故N点坐标为(
[image: image335.wmf]2

13

，－1)

由P、N两点坐标得直线PN的方程为2x+y－12=0,

设M点关于直线NP的对称点M1(x1,y1)
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则


又M1(
[image: image337.wmf]4

1

,－1)的坐标是抛物线方程y2=4x的解，故抛物线上存在一点(
[image: image338.wmf]4

1

，－1)与点M关于直线PN对称
  
例3已知|a|＜1,|b|＜1,|c|＜1,求证
  abc+2＞a+b+c
  

证明
  设线段的方程为y=f(x)=(bc－1)x+2－b－c,其中|b|＜1,|c|＜1,|x|＜1,且－1＜a＜1
  
∵f(－1)=1－bc+2－b－c=(1－bc)+(1－b)+(1－c)＞0

f(1)=bc－1+2－b－c=(1－b)(1－c)＞0

∴线段y=(bc－1)x+2－b－c(－1＜x＜1)在x轴上方，

这就是说，当|a|＜1,|b|＜1,|c|＜1时，恒有abc+2＞a+b+c
  
学生巩固练习
 

1
  设M=
[image: image347.wmf]1
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，则M与N的大小关系为(    )

A
  M＞N      
B
  M=N

    C
  M＜N        D
  无法判断

2
  三边均为整数且最大边的长为11的三角形的个数为(    )

A
  15


B
  30



C
  36



D
  以上都不对

3
  直线2x－y－4=0上有一点P，它与两定点A(4，－1)，B(3，4)的距离之差最大，则P点坐标是_________
  
4
  自点A(－3，3)发出的光线l射到x轴上，被x轴反射，其反射光线所在直线与圆x2+y2－4x－4y+7=0相切，则光线l所在直线方程为_________
  
5
  函数f(θ)=
[image: image362.wmf]2

cos

1

sin

-

-

q

q

的最大值为_________，最小值为_________
  
6
  设不等式2x－1＞m(x2－1)对一切满足|m|≤2的值均成立，则x的范围为_________
  
7
  已知过原点O的一条直线与函数y=log8x的图象交于A、B两点，分别过点A、B作y轴的平行线与函数y=log2x的图象交于C、D两点
  
(1)证明
  点C、D和原点O在同一直线上
  
(2)当BC平行于x轴时，求点A的坐标
  
8
  设数列{an}的前n项和Sn=na+n(n－1)b，(n=1,2,…),a、b是常数且b≠0
  
(1)证明
  {an}是等差数列
  
(2)证明
  以(an,
[image: image376.wmf]n

S

n

－1)为坐标的点Pn(n=1,2,…)都落在同一条直线上，并写出此直线的方程
  
(3)设a=1,b=
[image: image378.wmf]2

1

,C是以(r,r)为圆心，r为半径的圆(r＞0)，求使得点P1、P2、P3都落在圆C外时，r的取值范围
  
参考答案:
1
  解析
  将问题转化为比较A(－1，－1）与B(102001，102000）及C(102002，102001）连线的斜率大小，因为B、C两点的直线方程为y=
[image: image382.wmf]10

1

x，点A在直线的下方，∴kAB＞kAC,即M＞N
  
答案
  A

[image: image2079.emf]2
  解析
  设三角形的另外两边长为x,y,则
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点(x,y）应在如右图所示区域内
当x=1时，y=11；当x=2时，y=10,11；

当x=3时，y=9,10,11；当x=4时，y=8,9,10,11;

当x=5时，y=7,8,9,10,11
  
以上共有15个，x,y对调又有15个，再加上(6，6），(7，7），(8，8），(9，9），(10，10）、(11，11）六组，所以共有36个
  
答案
  C

3
  解析
  找A关于l的对称点A′，A′B与直线l的交点即为所求的P点
  
答案
  P(5，6）

4
  解析
  光线l所在的直线与圆x2+y2－4x－4y+7=0关于x轴对称的圆相切
  
答案
  3x+4y－3=0或4x+3y+3=0

5
  解析
  f(θ)=
[image: image401.wmf]2

cos

1

sin

-

-

q

q

表示两点(cosθ,sinθ)与(2,1)连线的斜率
  
答案
  
[image: image404.wmf]3

4

  0

6
  解析
  原不等式变为(x2－1)m+(1－2x)＜0,构造线段f(m)=(x2－1)m+1－2x,－2≤m≤2,则f(－2)＜0,且f(2)＜0
  
答案
  
[image: image409.wmf]2
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7
  (1)证明
  设A、B的横坐标分别为x1、x2，由题设知x1＞1,x2＞1,点A(x1,log8x1),B(x2,log8x2)
  
因为A、B在过点O的直线上，所以
[image: image413.wmf]2
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,又点C、D的坐标分别为(x1,log2x1）、(x2,log2x2)
  
由于log2x1=3log8x1,log2x2=3log8x2,则
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由此得kOC=kOD,即O、C、D在同一直线上
  
(2)解
  由BC平行于x轴，有log2x1=log8x2,又log2x1=3log8x1
∴x2=x13
将其代入
[image: image418.wmf]2
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,得x13log8x1=3x1log8x1,

由于x1＞1知log8x1≠0,故x13=3x1x2=
[image: image419.wmf]3

,于是A(
[image: image420.wmf]3

，log8
[image: image421.wmf]3

)
  
9
  (1)证明
  由条件，得a1=S1=a,当n≥2时，

有an=Sn－Sn－1=［na+n(n－1)b］－［(n－1)a+(n－1)(n－2)b］=a+2(n－1)b
  
因此，当n≥2时，有an－an－1=［a+2(n－1)b］－［a+2(n－2)b］=2b
  
所以{an}是以a为首项，2b为公差的等差数列
  
(2)证明
  ∵b≠0,对于n≥2,有
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∴所有的点Pn(an,
[image: image430.wmf]n
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－1)(n=1,2,…)都落在通过P1(a,a－1)且以
[image: image431.wmf]2

1

为斜率的直线上
  此直线方程为y－(a－1)= 
[image: image433.wmf]2

1

 (x－a),即x－2y+a－2=0
  
(3)解
  当a=1,b=
[image: image436.wmf]2
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时，Pn的坐标为(n,
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),使P1(1,0)、P2(2, 
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)、P3(3,1)都落在圆C外的条件是
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由不等式①,得r≠1

由不等式②，得r＜
[image: image441.wmf]2

5

－
[image: image442.wmf]2

或r＞
[image: image443.wmf]2
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+
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由不等式③，得r＜4－
[image: image445.wmf]6

或r＞4+
[image: image446.wmf]6


再注意到r＞0,1＜
[image: image447.wmf]2
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－
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＜4－
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=
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＜4+
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故使P1、P2、P3都落在圆C外时，r的取值范围是

(0，1)∪(1,
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－
[image: image454.wmf]2

)∪(4+
[image: image455.wmf]6

,+∞)
  
课前后备注
 　

21、题目
 高中数学复习专题讲座
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曲线的轨迹方程的求法
高考要求
 

求曲线的轨迹方程是解析几何的两个基本问题之一
  求符合某种条件的动点的轨迹方程，其实质就是利用题设中的几何条件，用“坐标化”将其转化为寻求变量间的关系
  这类问题除了考查学生对圆锥曲线的定义，性质等基础知识的掌握，还充分考查了各种数学思想方法及一定的推理能力和运算能力，因此这类问题成为高考命题的热点，也是同学们的一大难点
  
重难点归纳
  

求曲线的轨迹方程常采用的方法有直接法、定义法、代入法、参数法
  
(1)直接法  直接法是将动点满足的几何条件或者等量关系，直接坐标化，列出等式化简即得动点轨迹方程
  
(2)定义法  若动点轨迹的条件符合某一基本轨迹的定义(如椭圆、双曲线、抛物线、圆等)，可用定义直接探求
  
(3)相关点法  根据相关点所满足的方程，通过转换而求动点的轨迹方程
  
(4)参数法  若动点的坐标(x,y)中的x,y分别随另一变量的变化而变化，我们可以以这个变量为参数，建立轨迹的参数方程
  
求轨迹方程，一定要注意轨迹的纯粹性和完备性
  要注意区别“轨迹”与“轨迹方程”是两个不同的概念
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典型题例示范讲解
 

例1如图所示，已知P(4，0)是圆x2+y2=36内的一点，A、B是圆上两动点，且满足∠APB=90°，求矩形APBQ的顶点Q的轨迹方程
   
命题意图
  本题主要考查利用“相关点代入法”求曲线的轨迹方程
  
知识依托
  利用平面几何的基本知识和两点间的距离公式建立线段AB中点的轨迹方程
  
错解分析
  欲求Q的轨迹方程，应先求R的轨迹方程，若学生思考不深刻，发现不了问题的实质，很难解决此题
  
技巧与方法
  对某些较复杂的探求轨迹方程的问题，可先确定一个较易于求得的点的轨迹方程，再以此点作为主动点，所求的轨迹上的点为相关点，求得轨迹方程
  
解
  设AB的中点为R，坐标为(x,y)，则在Rt△ABP中，|AR|=|PR|
  
又因为R是弦AB的中点，依垂径定理
  在Rt△OAR中，|AR|2=|AO|2－|OR|2=36－(x2+y2)

又|AR|=|PR|=
[image: image491.wmf]2
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所以有(x－4)2+y2=36－(x2+y2),即x2+y2－4x－10=0

因此点R在一个圆上，而当R在此圆上运动时，Q点即在所求的轨迹上运动
  
设Q(x,y)，R(x1,y1)，因为R是PQ的中点，所以x1=
[image: image493.wmf]2
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代入方程x2+y2－4x－10=0,得
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整理得
  x2+y2=56,这就是所求的轨迹方程
  
例2设点A和B为抛物线 y2=4px(p＞0)上原点以外的两个动点，已知OA⊥OB，OM⊥AB，求点M的轨迹方程，并说明它表示什么曲线
  
命题意图
  本题主要考查“参数法”求曲线的轨迹方程
  
知识依托
  直线与抛物线的位置关系
  
错解分析
  当设A、B两点的坐标分别为(x1,y1),(x2,y2)时，注意对“x1=x2”的讨论
  
技巧与方法
  将动点的坐标x、y用其他相关的量表示出来，然后再消掉这些量，从而就建立了关于x、y的关系
   
解法一
  设A(x1,y1),B(x2,y2),M(x,y) (x≠0)
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直线AB的方程为x=my+a
由OM⊥AB，得m=－
[image: image507.wmf]y
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由y2=4px及x=my+a，消去x,得y2－4pmy－4pa=0

所以y1y2=－4pa, x1x2=
[image: image508.wmf]2
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所以，由OA⊥OB，得x1x2 =－y1y2
所以
[image: image509.wmf]2
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故x=my+4p,用m=－
[image: image510.wmf]y

x

代入，得x2+y2－4px=0(x≠0)

故动点M的轨迹方程为x2+y2－4px=0(x≠0)，它表示以(2p,0)为圆心，以2p为半径的圆，去掉坐标原点
  
解法二
  设OA的方程为
[image: image513.wmf]ykx
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，代入y2=4px得
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则OB的方程为
[image: image515.wmf]1
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，代入y2=4px得
[image: image516.wmf]2
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∴AB的方程为
[image: image517.wmf]2
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，过定点
[image: image518.wmf](2,0)

Np

，

由OM⊥AB，得M在以ON为直径的圆上（O点除外）

故动点M的轨迹方程为x2+y2－4px=0(x≠0)，它表示以(2p,0)为圆心，以2p为半径的圆，去掉坐标原点
  
解法三
  设M(x,y) (x≠0)，OA的方程为
[image: image521.wmf]ykx
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，

代入y2=4px得
[image: image522.wmf]2
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则OB的方程为
[image: image523.wmf]1
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，代入y2=4px得
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由OM⊥AB，得

M既在以OA为直径的圆
  
[image: image526.wmf]22
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……①上，

又在以OB为直径的圆
  
[image: image528.wmf]222
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[image: image529.wmf]2

k
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+②得 x2+y2－4px=0(x≠0)

故动点M的轨迹方程为x2+y2－4px=0(x≠0)，它表示以(2p,0)为圆心，以2p为半径的圆，去掉坐标原点
  
例3某检验员通常用一个直径为2 cm和一个直径为1 cm的标准圆柱，检测一个直径为3 cm的圆柱，为保证质量，有人建议再插入两个合适的同号标准圆柱，问这两个标准圆柱的直径为多少？

命题意图
  本题考查“定义法”求曲线的轨迹方程，及将实际问题转化为数学问题的能力
  
知识依托
  圆锥曲线的定义，求两曲线的交点
  
错解分析
  正确理解题意及正确地将此实际问题转化为数学问题是顺利解答此题的关键
  
技巧与方法
  研究所给圆柱的截面，建立恰当的坐标系，找到动圆圆心的轨迹方程
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解
  设直径为3,2,1的三圆圆心分别为O、A、B，问题转化为求两等圆P、Q,使它们与⊙O相内切，与⊙A、⊙B相外切
   
建立如图所示的坐标系，并设⊙P的半径为r,则

|PA|+|PO|=(1+r)+(1
  5－r)=2
  5

∴点P在以A、O为焦点，长轴长2
  5的椭圆上，其方程为
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同理P也在以O、B为焦点，长轴长为2的椭圆上，其方程为

(x－
[image: image545.wmf]2
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由①、②可解得
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故所求圆柱的直径为
[image: image549.wmf]7
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例4已知A、B为两定点，动点M到A与到B的距离比为常数λ,求点M的轨迹方程，并注明轨迹是什么曲线
  
解
  建立坐标系如图所示，
设|AB|=2a,则A(－a,0）,B(a,0)
  
设M(x,y）是轨迹上任意一点
  
则由题设，得
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=λ,化简得

(1－λ2)x2+(1－λ2)y2+2a(1+λ2)x+(1－λ2)a2=0

(1)当λ=1时，即|MA|=|MB|时，点M的轨迹方程是x=0，点M的轨迹是直线(y轴)
  
(2)当λ≠1时，点M的轨迹方程是x2+y2+
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  点M的轨迹是以(－
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，0）为圆心，
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为半径的圆
  
学生巩固练习
 

1
  已知椭圆的焦点是F1、F2，P是椭圆上的一个动点，如果延长F1P到Q，使得|PQ|=|PF2|，那么动点Q的轨迹是(    )

A
  圆


B
  椭圆      C
  双曲线的一支
D
  抛物线

2
  设A1、A2是椭圆
[image: image570.wmf]4

9

2

2

y

x

+

=1的长轴两个端点，P1、P2是垂直于A1A2的弦的端点，则直线A1P1与A2P2交点的轨迹方程为(    )

A
  
[image: image572.wmf]1
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4

9

2

2

=

-

y

x





D
  
[image: image578.wmf]1
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3
  △ABC中，A为动点，B、C为定点，B(－
[image: image580.wmf]2

a

,0),C(
[image: image581.wmf]2

a

,0)，且满足条件sinC－sinB=
[image: image582.wmf]2

1

sinA,则动点A的轨迹方程为_________
  
[image: image2084.emf]�
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4
  高为5 m和3 m的两根旗杆竖在水平地面上，且相距10 m，如果把两旗杆底部的坐标分别确定为A(－5，0)、B(5，0)，则地面观测两旗杆顶端仰角相等的点的轨迹方程是_________
  
5
  已知A、B、C是直线l上的三点，且|AB|=|BC|=6，⊙O′切直线l于点A，又过B、C作⊙O′异于l的两切线，设这两切线交于点P，求点P的轨迹方程
   
6
  双曲线
[image: image589.wmf]2

2

2

2

b

y
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x
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=1的实轴为A1A2，点P是双曲线上的一个动点，引A1Q⊥A1P，A2Q⊥A2P，A1Q与A2Q的交点为Q，求Q点的轨迹方程
  
[image: image2085.emf]�
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7
  已知双曲线
[image: image592.wmf]2
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=1(m＞0,n＞0)的顶点为A1、A2，与y轴平行的直线l交双曲线于点P、Q
  
(1)求直线A1P与A2Q交点M的轨迹方程；

(2)当m≠n时，求所得圆锥曲线的焦点坐标、准线方程和离心率
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8
  已知椭圆
[image: image596.wmf]2
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b
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=1(a＞b＞0),点P为其上一点，F1、F2为椭圆的焦点，∠F1PF2的外角平分线为l，点F2关于l的对称点为Q，F2Q交l于点R
   
(1)当P点在椭圆上运动时，求R形成的轨迹方程；

(2)设点R形成的曲线为C，直线l
  y=k(x+
[image: image599.wmf]2

a)与曲线C相交于A、B两点，当△AOB的面积取得最大值时，求k的值
  
参考答案
  
1
  解析
  ∵|PF1|+|PF2|=2a,|PQ|=|PF2|,

∴|PF1|+|PF2|=|PF1|+|PQ|=2a,

即|F1Q|=2a,∴动点Q到定点F1的距离等于定长2a,故动点Q的轨迹是圆
  
答案
  A

2
  解析
  设交点P(x,y）,A1(－3,0),A2(3,0),P1(x0,y0),P2(x0,－y0)

∵A1、P1、P共线，∴
[image: image608.wmf]3
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∵A2、P2、P共线，∴
[image: image609.wmf]3
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解得x0=
[image: image610.wmf]1
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代入得


答案
  C

3
  解析
  由sinC－sinB=
[image: image614.wmf]2

1

sinA,得c－b=
[image: image615.wmf]2

1

a,

∴应为双曲线一支，且实轴长为
[image: image616.wmf]2
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,故方程为
[image: image617.wmf])
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答案
  
[image: image620.wmf])
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4
  解析
  设P(x,y），依题意有
[image: image623.wmf]2
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,化简得P点轨迹方程为4x2+4y2－85x+100=0
  
答案
  4x2+4y2－85x+100=0

5
  解
  设过B、C异于l的两切线分别切⊙O′于D、E两点，两切线交于点P
  由切线的性质知
  |BA|=|BD|，|PD|=|PE|，|CA|=|CE|，故|PB|+|PC|=|BD|+|PD|+|PC|=|BA|+|PE|+|PC|
=|BA|+|CE|=|AB|+|CA|=6+12=18＞6=|BC|，故由椭圆定义知，点P的轨迹是以B、C为两焦点的椭圆，以l所在的直线为x轴，以BC的中点为原点，建立坐标系，可求得动点P的轨迹方程为
[image: image630.wmf]72
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6
  解
  设P(x0,y0）(x≠±a),Q(x,y)
  
∵A1(－a,0),A2(a,0)
  
由条件
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而点P(x0,y0)在双曲线上，∴b2x02－a2y02=a2b2
  
即b2(－x2)－a2(
[image: image637.wmf]y
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)2=a2b2
化简得Q点的轨迹方程为
  a2x2－b2y2=a4(x≠±a)
  
7
  解
  (1)设P点的坐标为(x1,y1)，则Q点坐标为(x1,－y1),又有A1(－m,0),A2(m,0),则A1P的方程为
  y=
[image: image643.wmf])
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①

A2Q的方程为
  y=－
[image: image645.wmf])
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        ②

①×②得
  y2=－
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③

又因点P在双曲线上，故
[image: image648.wmf]).
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代入③并整理得
[image: image649.wmf]2
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  此即为M的轨迹方程
  
(2)当m≠n时，M的轨迹方程是椭圆
  
(ⅰ)当m＞n时，焦点坐标为(±
[image: image653.wmf]2
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,0)，准线方程为x=±
[image: image654.wmf]2
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,离心率e=
[image: image655.wmf]m
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(ⅱ)当m＜n时，焦点坐标为(0,±
[image: image656.wmf]2
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),准线方程为y=±
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8
  解
  (1)∵点F2关于l的对称点为Q，连接PQ，

∴∠F2PR=∠QPR，|F2R|=|QR|，|PQ|=|PF2|

又因为l为∠F1PF2外角的平分线，故点F1、P、Q在同一直线上，设存在R(x0,y0）,Q(x1,y1),F1(－c,0),F2(c,0)
  
|F1Q|=|F2P|+|PQ|=|F1P|+|PF2|=2a,则(x1+c)2+y12=(2a)2
  
又
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得x1=2x0－c,y1=2y0
  
∴(2x0)2+(2y0)2=(2a)2，∴x02+y02=a2
  
故R的轨迹方程为
  x2+y2=a2(y≠0)

(2)如右图，∵S△AOB=
[image: image668.wmf]2
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|OA|·|OB|·sinAOB=
[image: image669.wmf]2
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sinAOB
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当∠AOB=90°时，S△AOB最大值为
[image: image670.wmf]2
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此时弦心距|OC|=
[image: image672.wmf]2
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在Rt△AOC中，∠AOC=45°，


[image: image674.wmf].
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课前后备注
 　

22、题目
 高中数学复习专题讲座
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关于求圆锥曲线方程的方法
高考要求
 

求指定的圆锥曲线的方程是高考命题的重点，主要考查学生识图、画图、数形结合、等价转化、分类讨论、逻辑推理、合理运算及创新思维能力，解决好这类问题，除要求同学们熟练掌握好圆锥曲线的定义、性质外，命题人还常常将它与对称问题、弦长问题、最值问题等综合在一起命制难度较大的题，解决这类问题常用定义法和待定系数法
  
重难点归纳
  

一般求已知曲线类型的曲线方程问题，可采用“先定形，后定式，再定量”的步骤
  
定形——指的是二次曲线的焦点位置与对称轴的位置
  
定式——根据“形”设方程的形式，注意曲线系方程的应用，如当椭圆的焦点不确定在哪个坐标轴上时，可设方程为mx2+ny2=1(m＞0,n＞0)
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定量——由题设中的条件找到“式”中特定系数的等量关系，通过解方程得到量的大小
  
典型题例示范讲解
 

例1某电厂冷却塔的外形是如图所示的双曲线的一部分，绕其中轴(即双曲线的虚轴)旋转所成的曲面，其中A、A′是双曲线的顶点，C、C′是冷却塔上口直径的两个端点，B、B′是下底直径的两个端点，已知AA′=14 m，CC′=18 m,BB′=22 m,塔高20 m
   建立坐标系并写出该双曲线方程
  
命题意图
  本题考查选择适当的坐标系建立曲线方程和解方程组的基础知识，考查应用所学积分知识、思想和方法解决实际问题的能力
  
知识依托
  待定系数法求曲线方程；点在曲线上，点的坐标适合方程；积分法求体积
  
[image: image2089.emf]�
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错解分析
  建立恰当的坐标系是解决本题的关键
  
技巧与方法
  本题是待定系数法求曲线方程
  
解
  如图，建立直角坐标系xOy,使AA′在x轴上，AA′的中点为坐标原点O，CC′与BB′平行于x轴
   
设双曲线方程为
[image: image705.wmf]2
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=1(a＞0,b＞0),则a=
[image: image706.wmf]2

1

AA′=7

又设B(11,y1),C(9,x2)因为点B、C在双曲线上，所以有


[image: image707.wmf]1

7

9

,

1

7

11

2

2

2

2

2

2

2

1

2

2

=

-

=

-

b

y

b

y


由题意，知y2－y1=20,由以上三式得
  y1=－12,y2=8,b=7
[image: image709.wmf]2
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故双曲线方程为
[image: image710.wmf]98
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例2过点(1，0)的直线l与中心在原点，焦点在x轴上且离心率为
[image: image712.wmf]2

2

的椭圆C相交于A、B两点，直线y=
[image: image713.wmf]2

1

x过线段AB的中点，同时椭圆C上存在一点与右焦点关于直线l对称，试求直线l与椭圆C的方程
   
命题意图
  本题利用对称问题来考查用待定系数法求曲线方程的方法，设计新颖，基础性强
  
知识依托
  待定系数法求曲线方程，如何处理直线与圆锥曲线问题，对称问题
  
错解分析
  不能恰当地利用离心率设出方程是学生容易犯的错误
  恰当地利用好对称问题是解决好本题的关键
  
技巧与方法
  本题是典型的求圆锥曲线方程的问题，解法一，将A、B两点坐标代入圆锥曲线方程，两式相减得关于直线AB斜率的等式
  解法二，用韦达定理
  
解法一
  由e=
[image: image726.wmf]2
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,得
[image: image727.wmf]2
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,从而a2=2b2,c=b
  
设椭圆方程为x2+2y2=2b2,A(x1,y1),B(x2,y2)在椭圆上
  
则x12+2y12=2b2,x22+2y22=2b2,两式相减得，(x12－x22)+2(y12－y22)=0,
[image: image730.wmf].
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设AB中点为(x0,y0),则kAB=－
[image: image731.wmf]0
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,又(x0,y0)在直线y=
[image: image732.wmf]2

1

x上，y0=
[image: image733.wmf]2

1

x0,于是－
[image: image734.wmf]0
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=－1,kAB=－1,设l的方程为y=－x+1
  
右焦点(b,0)关于l的对称点设为(x′,y′),
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由点(1,1－b)在椭圆上，得1+2(1－b)2=2b2,b2=
[image: image737.wmf]8
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∴所求椭圆C的方程为
[image: image739.wmf]2
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 =1,l的方程为y=－x+1
  
解法二
  由e=
[image: image742.wmf]2
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,从而a2=2b2,c=b
  
设椭圆C的方程为x2+2y2=2b2,l的方程为y=k(x－1),

将l的方程代入C的方程，得(1+2k2)x2－4k2x+2k2－2b2=0,则x1+x2=
[image: image744.wmf]2
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,y1+y2=k(x1－1)+k(x2－1)=k(x1+x2)－2k=－
[image: image745.wmf]2
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直线l
  y=
[image: image748.wmf]2
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x过AB的中点(
[image: image749.wmf]2
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),则
[image: image750.wmf]2
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,解得k=0，或k=－1
  
若k=0,则l的方程为y=0,焦点F(c,0)关于直线l的对称点就是F点本身，不能在椭圆C上，所以k=0舍去，从而k=－1，直线l的方程为y=－(x－1),即y=－x+1,以下同解法一
  
[image: image2091.wmf] 
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例3如图，已知△P1OP2的面积为
[image: image753.wmf]4

27

，P为线段P1P2的一个三等分点，求以直线OP1、OP2为渐近线且过点P的离心率为
[image: image754.wmf]2

13

的双曲线方程
   
命题意图
  本题考查待定系数法求双曲线的方程以及综合运用所学知识分析问题、解决问题的能力
  
知识依托
  定比分点坐标公式；三角形的面积公式；以及点在曲线上，点的坐标适合方程
  
错解分析
  利用离心率恰当地找出双曲线的渐近线方程是本题的关键，正确地表示出

[image: image2092.emf]�
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△P1OP2的面积是学生感到困难的
  
技巧与方法
  利用点P在曲线上和△P1OP2的面积建立关于参数a、b的两个方程，从而求出a、b的值
  
解
  以O为原点，∠P1OP2的角平分线为x轴建立如图的直角坐标系
   
设双曲线方程为
[image: image766.wmf]2
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由e2=
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∴两渐近线OP1、OP2方程分别为y=
[image: image770.wmf]2
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x和y=－
[image: image771.wmf]2
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x
设点P1(x1, 
[image: image772.wmf]2

3

x1),P2(x2,－
[image: image773.wmf]2

3

x2)(x1＞0,x2＞0),则由点P分
[image: image774.wmf]2
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所成的比λ=
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=2,得P点坐标为(
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),又点P在双曲线
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即(x1+2x2)2－(x1－2x2)2=9a2,整理得8x1x2=9a2        
①
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即x1x2= 
[image: image780.wmf]2
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                   ②

由①、②得a2=4,b2=9

故双曲线方程为
[image: image781.wmf]9
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例4 双曲线
[image: image783.wmf]2
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=1(b∈N)的两个焦点F1、F2，P为双曲线上一点，|OP|＜5,|PF1|,|F1F2|,|PF2|成等比数列，则b2=_________
  
解析
  设F1(－c,0）、F2(c,0)、P(x,y),则

|PF1|2+|PF2|2=2(|PO|2+|F1O|2)＜2(52+c2),

即|PF1|2+|PF2|2＜50+2c2,

又∵|PF1|2+|PF2|2=(|PF1|－|PF2|)2+2|PF1|·|PF2|,

依双曲线定义，有|PF1|－|PF2|=4,

依已知条件有|PF1|·|PF2|=|F1F2|2=4c2
∴16+8c2＜50+2c2,∴c2＜
[image: image786.wmf]3
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,

又∵c2=4+b2＜
[image: image787.wmf]3

17

,∴b2＜
[image: image788.wmf]3

5

,∴b2=1
  
答案
  1
学生巩固练习
 

1
  已知直线x+2y－3=0与圆x2+y2+x－6y+m=0相交于P、Q两点，O为坐标原点，若OP⊥OQ，则m等于(    )

A
  3




B
  －3



C
  1



D
  －1

2
  中心在原点，焦点在坐标为(0，±5
[image: image798.wmf]2

)的椭圆被直线3x－y－2=0截得的弦的中点的横坐标为
[image: image799.wmf]2

1

，则椭圆方程为(    )
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3
  直线l的方程为y=x+3,在l上任取一点P，若过点P且以双曲线12x2－4y2=3的焦点作椭圆的焦点，那么具有最短长轴的椭圆方程为_________
  
4
  已知圆过点P(4，－2)、Q(－1，3)两点，且在y轴上截得的线段长为4
[image: image804.wmf]3

，则该圆的方程为_________
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5
  已知椭圆的中心在坐标原点，焦点在x轴上，它的一个焦点为F，M是椭圆上的任意点，|MF|的最大值和最小值的几何平均数为2，椭圆上存在着以y=x为轴的对称点M1和M2，且|M1M2|=
[image: image807.wmf]3

10

4

，试求椭圆的方程
  
6
  某抛物线形拱桥跨度是20米，拱高4米，在建桥时每隔4米需用一支柱支撑，求其中最长的支柱的长
   
7
  已知圆C1的方程为(x－2)2+(y－1)2=
[image: image812.wmf]3

20

,椭圆C2的方程为
[image: image813.wmf]2
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2

2

b

y
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=1(a＞b＞0)，C2的离心率为
[image: image814.wmf]2

2

，如果C1与C2相交于A、B两点，且线段AB恰为圆C1的直径，求直线AB的方程和椭圆C2的方程
   
参考答案:

1
  解析
  将直线方程变为x=3－2y,代入圆的方程x2+y2+x－6y+m=0,

得(3－2y)2+y2+(3－2y)+m=0
  
整理得5y2－20y+12+m=0,设P(x1,y1)、Q(x2,y2)

则y1y2=
[image: image819.wmf]5

12

m

+

,y1+y2=4
  
又∵P、Q在直线x=3－2y上，

∴x1x2=(3－2y1)(3－2y2)=4y1y2－6(y1+y2)+9

故y1y2+x1x2=5y1y2－6(y1+y2)+9=m－3=0，故m=3
  
答案
  A

2
  解析
  由题意，可设椭圆方程为
  
[image: image826.wmf]2
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 =1,且a2=50+b2,

即方程为
[image: image827.wmf]2
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将直线3x－y－2=0代入，整理成关于x的二次方程
  
由x1+x2=1可求得b2=25,a2=75
  
答案
  C

3
  解析
  所求椭圆的焦点为F1(－1,0),F2(1,0),2a=|PF1|+|PF2|
  
欲使2a最小，只需在直线l上找一点P
  使|PF1|+|PF2|最小，利用对称性可解
  答案
  
[image: image838.wmf]4
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4
  解析
  设所求圆的方程为(x－a)2+(y－b)2=r2
则有
[image: image841.wmf]ï
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由此可写所求圆的方程
  
答案
  x2+y2－2x－12=0或x2+y2－10x－8y+4=0

5
  解
  |MF|max=a+c,|MF|min=a－c,则(a+c)(a－c)=a2－c2=b2,

∴b2=4,设椭圆方程为
[image: image847.wmf]1
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①

设过M1和M2的直线方程为y=－x+m


②

将②代入①得
  (4+a2)x2－2a2mx+a2m2－4a2=0

③

设M1(x1,y1)、M2(x2,y2),M1M2的中点为(x0,y0),

则x0=
[image: image849.wmf]2
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 (x1+x2)=
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,y0=－x0+m=
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代入y=x,得
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由于a2＞4,∴m=0,∴由③知x1+x2=0,x1x2=－
[image: image854.wmf]2
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又|M1M2|=
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10

4

4

)

(

2

2

1

2

2

1

=

-

+

x

x

x

x

,

代入x1+x2,x1x2可解a2=5,故所求椭圆方程为
  
[image: image857.wmf]4
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6
  解
  以拱顶为原点，水平线为x轴，建立坐标系，如图，由题意知，|AB|=20，|OM|=4，A、B坐标分别为(－10，－4）、(10，－4）

设抛物线方程为x2=－2py,将A点坐标代入，得100=－2p×(－4),解得p=12
  5,

于是抛物线方程为x2=－25y
   
由题意知E点坐标为(2，－4)，E′点横坐标也为2，将2代入得y=－0
  16,从而|EE′|=(－0
  16)－(－4)=3
  84
  故最长支柱长应为3
  84米
  
7
  解
  由e=
[image: image871.wmf]2
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,可设椭圆方程为
[image: image872.wmf]2
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又设A(x1,y1)、B(x2,y2),则x1+x2=4,y1+y2=2,

又
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即(x1+x2)(x1－x2)+2(y1+y2)(y1－y2)=0
  
化简得
[image: image876.wmf]2
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=－1,故直线AB的方程为y=－x+3,

代入椭圆方程得3x2－12x+18－2b2=0
  有Δ=24b2－72＞0,
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，解得b2=8
  
故所求椭圆方程为
[image: image881.wmf]8

16

2

2

y

x

+

=1
  
课前后备注
 　
23、题目
 高中数学复习专题讲座


 HYPERLINK "http://www.xjktyg.com/wxc/" 



 HYPERLINK "http://www.xjktyg.com/wxc/" 



 HYPERLINK "http://www.xjktyg.com/wxc/" 



 HYPERLINK "http://www.xjktyg.com/wxc/" 



 HYPERLINK "http://www.xjktyg.com/wxc/" 



 HYPERLINK "http://www.xjktyg.com/wxc/" 



 HYPERLINK "http://www.xjktyg.com/wxc/" 

直线与圆锥曲线问题的处理方法(1)
高考要求
 

直线与圆锥曲线联系在一起的综合题在高考中多以高档题、压轴题出现，主要涉及位置关系的判定，弦长问题、最值问题、对称问题、轨迹问题等
  突出考查了数形结合、分类讨论、函数与方程、等价转化等数学思想方法，要求考生分析问题和解决问题的能力、计算能力较高，起到了拉开考生“档次”，有利于选拔的功能
  
重难点归纳
   

1
  直线与圆锥曲线有无公共点或有几个公共点的问题，实际上是研究它们的方程组成的方程是否有实数解成实数解的个数问题，此时要注意用好分类讨论和数形结合的思想方法
  
2
  当直线与圆锥曲线相交时
  涉及弦长问题，常用“韦达定理法”设而不求计算弦长(即应用弦长公式)；涉及弦长的中点问题，常用“点差法”设而不求，将弦所在直线的斜率、弦的中点坐标联系起来，相互转化
  同时还应充分挖掘题目的隐含条件，寻找量与量间的关系灵活转化，往往就能事半功倍
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典型题例示范讲解

例1如图所示，抛物线y2=4x的顶点为O，点A的坐标为(5，0)，倾斜角为
[image: image904.wmf]4

p

的直线l与线段OA相交(不经过点O或点A)且交抛物线于M、N两点，求△AMN面积最大时直线l的方程，并求△AMN的最大面积
   
命题意图
  直线与圆锥曲线相交，一个重要的问题就是有关弦长的问题
  本题考查处理直线与圆锥曲线相交问题的第一种方法——“韦达定理法”
    

知识依托
  弦长公式、三角形的面积公式、不等式法求最值、函数与方程的思想
  
错解分析
  将直线方程代入抛物线方程后，没有确定m的取值范围
  不等式法求最值忽略了适用的条件
  
技巧与方法
  涉及弦长问题，应熟练地利用韦达定理设而不求计算弦长，涉及垂直关系往往也是利用韦达定理，设而不求简化运算
  
解法一
  由题意，可设l的方程为y=x+m,其中－5＜m＜0
  
由方程组
[image: image918.wmf]î
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,消去y,得x2+(2m－4)x+m2=0    ①

∵直线l与抛物线有两个不同交点M、N，

∴方程①的判别式Δ=(2m－4)2－4m2=16(1－m)＞0,

解得m＜1,又－5＜m＜0,∴m的范围为(－5，0)

设M(x1,y1),N(x2,y2)则x1+x2=4－2m，x1·x2=m2,

∴|MN|=4
[image: image919.wmf])
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点A到直线l的距离为d=
[image: image921.wmf]2
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∴S△=2(5+m)
[image: image923.wmf]m
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,从而S△2=4(1－m)(5+m)2
=2(2－2m)·(5+m)(5+m)≤2(
[image: image924.wmf]3
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)3=128
  
∴S△≤8
[image: image926.wmf]2

,当且仅当2－2m=5+m,即m=－1时取等号
  
故直线l的方程为y=x－1，△AMN的最大面积为8
[image: image928.wmf]2


  
解法二
  由题意，可设l与x轴相交于B（m,0）,

 l的方程为x = y +m,其中0＜m＜5
  
由方程组
[image: image932.wmf]2
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,消去x,得y 2－4 y －4m=0    ①

∵直线l与抛物线有两个不同交点M、N，

∴方程①的判别式Δ=(－4)2+16m=16(1+m)＞0必成立,

设M(x1,y1),N(x2,y2)则y 1+ y 2=4，y 1·y 2=－4m,

∴S△=
[image: image933.wmf]2
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∴S△≤8
[image: image938.wmf]2

,当且仅当
[image: image939.wmf]51

()(1)

22

mm

-=+

即m=1时取等号
  
故直线l的方程为y=x－1，△AMN的最大面积为8
[image: image941.wmf]2


  
例2已知双曲线C
  2x2－y2=2与点P(1，2)

(1)求过P(1，2)点的直线l的斜率取值范围，使l与C分别有一个交点，两个交点，没有交点
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(2)若Q(1，1)，试判断以Q为中点的弦是否存在
   
命题意图
  第一问考查直线与双曲线交点个数问题，归结为方程组解的问题
  第二问考查处理直线与圆锥曲线问题的第二种方法——“点差法”
  
知识依托
  二次方程根的个数的判定、两点连线的斜率公式、中点坐标公式
  
错解分析
  第一问，求二次方程根的个数，忽略了二次项系数的讨论
  第二问，算得以Q为中点弦的斜率为2，就认为所求直线存在了
  
技巧与方法
  涉及弦长的中点问题，常用“点差法”设而不求，将弦所在直线的斜率，弦的中点坐标联系起来，相互转化
  
解
  (1)当直线l的斜率不存在时，l的方程为x=1,与曲线C有一个交点
  当l的斜率存在时，设直线l的方程为y－2=k(x－1),代入C的方程，并整理得

(2－k2)x2+2(k2－2k)x－k2+4k－6=0



 (*)

(ⅰ)当2－k2=0,即k=±
[image: image958.wmf]2

时，方程(*)有一个根，l与C有一个交点

(ⅱ)当2－k2≠0,即k≠±
[image: image959.wmf]2

时

Δ=［2(k2－2k)］2－4(2－k2)(－k2+4k－6)=16(3－2k)

①当Δ=0,即3－2k=0,k=
[image: image960.wmf]2

3

时，方程(*)有一个实根，l与C有一个交点
  
②当Δ＞0,即k＜
[image: image962.wmf]2

3

,又k≠±
[image: image963.wmf]2

,故当k＜－
[image: image964.wmf]2

或－
[image: image965.wmf]2

＜k＜
[image: image966.wmf]2

或
[image: image967.wmf]2

＜k＜
[image: image968.wmf]2

3

时，方程(*)有两不等实根，l与C有两个交点
  
③当Δ＜0，即k＞
[image: image970.wmf]2

3

时，方程(*)无解，l与C无交点
  
综上知
  当k=±
[image: image973.wmf]2

,或k=
[image: image974.wmf]2

3

，或k不存在时，l与C只有一个交点；

当
[image: image975.wmf]2

＜k＜
[image: image976.wmf]2

3

,或－
[image: image977.wmf]2

＜k＜
[image: image978.wmf]2

,或k＜－
[image: image979.wmf]2

时，l与C有两个交点；

当k＞
[image: image980.wmf]2

3

时，l与C没有交点
  
(2)假设以Q为中点的弦存在，设为AB，且A(x1,y1),B(x2,y2)，则2x12－y12=2,2x22－y22=2两式相减得
  2(x1－x2)(x1+x2)=(y1－y2)(y1+y2)

又∵x1+x2=2,y1+y2=2

∴2(x1－x2)=y1－y1
即kAB=
[image: image983.wmf]2

1

2
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x
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y
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-

=2

但渐近线斜率为±
[image: image984.wmf]2

,结合图形知直线AB与C无交点，所以假设不正确，即以Q为中点的弦不存在
  
例3已知椭圆的中心在坐标原点O，焦点在坐标轴上，直线y=x+1与椭圆交于P和Q，且OP⊥OQ，|PQ|=
[image: image986.wmf]2

10

，求椭圆方程
  

解
  设椭圆方程为mx2+ny2=1(m＞0,n＞0)，

P(x1,y1),Q(x2,y2)

由
[image: image989.wmf]î
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 得(m+n)x2+2nx+n－1=0,

Δ=4n2－4(m+n)(n－1)＞0,即m+n－mn＞0,

由OP⊥OQ,所以x1x2+y1y2=0,即2x1x2+(x1+x2)+1=0,

∴
[image: image990.wmf]n
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∴m+n=2




        ①

又2
[image: image991.wmf])
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2,

将m+n=2,代入得

m·n=
[image: image992.wmf]4

3







②

由①、②式得m=
[image: image993.wmf]2

1

,n=
[image: image994.wmf]2

3

或m=
[image: image995.wmf]2

3

,n=
[image: image996.wmf]2

1


故椭圆方程为
[image: image997.wmf]2

2

x

+
[image: image998.wmf]2

3

y2=1或
[image: image999.wmf]2

3

x2+
[image: image1000.wmf]2

1

y2=1
  
学生巩固练习
 

1
  斜率为1的直线l与椭圆
[image: image1004.wmf]4

2

x

+y2=1相交于A、B两点，则|AB|的最大值为(    )

A
  2


B
  
[image: image1007.wmf]5

5

4

 


C
  
[image: image1009.wmf]5
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D
  
[image: image1011.wmf]5
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2
  抛物线y=ax2与直线y=kx+b(k≠0)交于A、B两点，且此两点的横坐标分别为x1,x2,直线与x轴交点的横坐标是x3,则恒有(    )

A
  x3=x1+x2




B
  x1x2=x1x3+x2x3
C
  x1+x2+x3=0




D
  x1x2+x2x3+x3x1=0

3
  正方形ABCD的边AB在直线y=x+4上，C、D两点在抛物线y2=x上，则正方形ABCD的面积为_________
  
[image: image2098.emf]�
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4
  已知抛物线y2=2px(p＞0),过动点M(a,0)且斜率为1的直线l与该抛物线交于不同的两点A、B，且|AB|≤2p
  
(1)求a的取值范围
  
(2)若线段AB的垂直平分线交x轴于点N，求△NAB面积的最大值
  
5
  已知中心在原点，顶点A1、A2在x轴上，离心率e=
[image: image1024.wmf]3

21

的双曲线过点P(6，6)
  
(1)求双曲线方程
  
(2)动直线l经过△A1PA2的重心G，与双曲线交于不同的两点M、N，问
  是否存在直线l,使G平分线段MN，证明你的结论
  
参考答案:

1
  解析
  弦长|AB|=
[image: image1031.wmf]5
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≤
[image: image1032.wmf]5
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答案
  C

2
  解析
  解方程组
[image: image1037.wmf]î
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2

,得ax2－kx－b=0,可知x1+x2=
[image: image1038.wmf]a

k

,x1x2=－
[image: image1039.wmf]a

b

,x3=－
[image: image1040.wmf]k

b

,代入验证即可
  
答案
  B

3
  解析
  设C、D所在直线方程为y=x+b,代入y2=x,利用弦长公式可求出|CD|的长，利用|CD|的长等于两平行直线y=x+4与y=x+b间的距离，求出b的值，再代入求出|CD|的长
  
答案
  18或50

4
  解
  (1)设直线l的方程为
  y=x－a,代入抛物线方程得(x－a)2=2px,即x2－2(a+p)x+a2=0

∴|AB|=
[image: image1050.wmf]2
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≤2p
  ∴4ap+2p2≤p2,即4ap≤－p2
又∵p＞0,∴a≤－
[image: image1052.wmf]4

p


  
(2)设A(x1,y1)、B(x2,y2)，AB的中点 C(x,y),

由(1)知，y1=x1－a,y2=x2－a,x1+x2=2a+2p,

则有x=
[image: image1054.wmf]2
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∴线段AB的垂直平分线的方程为y－p=－(x－a－p),

从而N点坐标为(a+2p,0）

点N到AB的距离为
[image: image1056.wmf]p
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从而S△NAB=
[image: image1057.wmf]2
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当a有最大值－
[image: image1058.wmf]4

p

时，S有最大值为
[image: image1059.wmf]2

p2
  
5
  解
  (1)如图，设双曲线方程为
[image: image1063.wmf]2
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由已知得
[image: image1065.wmf]3
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,
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=
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a

b

a

e

b

a

,解得a2=9,b2=12
  
所以所求双曲线方程为
[image: image1067.wmf]12
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=1
  
(2)P、A1、A2的坐标依次为(6,6)、(3，0)、(－3，0），

∴其重心G的坐标为(2，2）

假设存在直线l，使G(2，2)平分线段MN，设M(x1,y1)，N(x2,y2)
  则有
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[image: image1070.wmf]22
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[image: image1071.wmf]3

4


∴l的方程为y=
[image: image1072.wmf]3

4

 (x－2)+2,

由
[image: image1073.wmf]ï
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,消去y,整理得x2－4x+28=0
  
∵Δ=16－4×28＜0,∴所求直线l不存在
  
课前后备注
 　
24、题目
 高中数学复习专题讲座
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直线与圆锥曲线问题的处理方法(2)
高考要求
 

直线与圆锥曲线联系在一起的综合题在高考中多以高档题、压轴题出现，主要涉及位置关系的判定，弦长问题、最值问题、对称问题、轨迹问题等
  突出考查了数形结合、分类讨论、函数与方程、等价转化等数学思想方法，要求考生分析问题和解决问题的能力、计算能力较高，起到了拉开考生“档次”，有利于选拔的功能
  
重难点归纳
 

1
  直线与圆锥曲线有无公共点或有几个公共点的问题，实际上是研究它们的方程组成的方程是否有实数解成实数解的个数问题，此时要注意用好分类讨论和数形结合的思想方法
  
2
  当直线与圆锥曲线相交时
  涉及弦长问题，常用“韦达定理法”设而不求计算弦长(即应用弦长公式)；涉及弦长的中点问题，常用“点差法”设而不求，将弦所在直线的斜率、弦的中点坐标联系起来，相互转化
  同时还应充分挖掘题目的隐含条件，寻找量与量间的关系灵活转化，往往就能事半功倍
  
典型题例示范讲解
 

[image: image2100.emf]�
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例1如图，已知某椭圆的焦点是F1(－4，0)、F2(4，0)，过点F2并垂直于x轴的直线与椭圆的一个交点为B，且|F1B|+|F2B|=10，椭圆上不同的两点A(x1,y1),C(x2,y2)满足条件
  |F2A|、|F2B|、|F2C|成等差数列
   
(1)求该弦椭圆的方程；

(2)求弦AC中点的横坐标；

(3)设弦AC的垂直平分线的方程为y=kx+m，求m的取值范围
  
命题意图
  本题考查直线、椭圆、等差数列等基本知识，一、二问较简单，第三问巧妙地借助中垂线来求参数的范围，设计新颖，综合性，灵活性强
  
知识依托
  椭圆的定义、等差数列的定义，处理直线与圆锥曲线的方法
  
错解分析
  第三问在表达出“k=
[image: image1105.wmf]36

25

y0”时，忽略了“k=0”时的情况，理不清题目中变量间的关系
  
技巧与方法
  第一问利用椭圆的第一定义写方程；第二问利用椭圆的第二定义(即焦半径公式)求解，第三问利用m表示出弦AC的中点P的纵坐标y0,利用y0的范围求m的范围
  
解
  (1)由椭圆定义及条件知，2a=|F1B|+|F2B|=10,得a=5,又c=4,所以b=
[image: image1110.wmf]2

2

c
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=3
  
故椭圆方程为
[image: image1112.wmf]9
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2

2

y

x

+

=1
  
(2)由点B(4,yB)在椭圆上，得|F2B|=|yB|=
[image: image1114.wmf]5

9


  因为椭圆右准线方程为x=
[image: image1116.wmf]4

25

,离心率为
[image: image1117.wmf]5

4

，根据椭圆定义，有|F2A|=
[image: image1118.wmf]5

4

(
[image: image1119.wmf]4

25

－x1),|F2C|=
[image: image1120.wmf]5

4

(
[image: image1121.wmf]4

25

－x2)，

由|F2A|、|F2B|、|F2C|成等差数列，得


[image: image1122.wmf]5

4

(
[image: image1123.wmf]4

25

－x1)+
[image: image1124.wmf]5

4

(
[image: image1125.wmf]4

25

－x2)=2×
[image: image1126.wmf]5

9

,由此得出
  x1+x2=8
  
设弦AC的中点为P(x0,y0),则x0=
[image: image1129.wmf]2

2

1

x

x

+

=4
  
(3)解法一
  由A(x1,y1),C(x2,y2)在椭圆上
  
得
[image: image1133.wmf]22
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①－②得9(x12－x22)+25(y12－y22)=0,

即9×
[image: image1134.wmf])
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将
[image: image1135.wmf]k
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 (k≠0)

代入上式，得9×4+25y0(－
[image: image1136.wmf]k

1

)=0  (k≠0)

即k=
[image: image1137.wmf]36

25

y0(当k=0时也成立)
  
由点P(4，y0)在弦AC的垂直平分线上，得y0=4k+m,

所以m=y0－4k=y0－
[image: image1139.wmf]9

25

y0=－
[image: image1140.wmf]9

16

y0
  
由点P(4，y0)在线段BB′(B′与B关于x轴对称)的内部，

得－
[image: image1142.wmf]5

9

＜y0＜
[image: image1143.wmf]5

9

,所以－
[image: image1144.wmf]5
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＜m＜
[image: image1145.wmf]5
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解法二
  因为弦AC的中点为P(4,y0)，所以直线AC的方程为

y－y0=－
[image: image1148.wmf]k
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③

将③代入椭圆方程
[image: image1149.wmf]9
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=1,得

(9k2+25)x2－50(ky0+4)x+25(ky0+4)2－25×9k2=0

所以x1+x2=
[image: image1150.wmf]25
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=8,解得k=
[image: image1151.wmf]36
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y0
  (当k=0时也成立)

(以下同解法一)
  
例2若抛物线
[image: image1154.wmf]2
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yax
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上总存在关于直线
[image: image1155.wmf]0

xy
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对称的两点，求
[image: image1156.wmf]a

的范围
  
解法一
  （对称曲线相交法）

曲线
[image: image1159.wmf]2
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yax
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关于直线
[image: image1160.wmf]0
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对称的曲线方程为
[image: image1161.wmf]2
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如果抛物线
[image: image1163.wmf]2

1

yax

=-

上总存在关于直线
[image: image1164.wmf]0
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对称的两点，则两曲线
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与
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必有不在直线
[image: image1167.wmf]0
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上的两个不同的交点(如图所示)，从而可由
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代入
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得　
[image: image1174.wmf]2

1

10

axx

a

-+-=

有两个不同的解，

∴　
[image: image1175.wmf]2

13

(1)4(1)0

4

aa

a

D=--->Þ>


  

解法二
  （对称点法）
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设抛物线
[image: image1178.wmf]2
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上存在异于于直线
[image: image1179.wmf]0
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的交点的点
[image: image1180.wmf]00
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[image: image1182.wmf]0
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(1)-(2)得 
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从而有    
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即   
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解法二
  （点差法）

设抛物线
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为端点的弦关于直线
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对称，且以
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 (1)-(2)得  
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从而有　
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例3　试确定
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的取值范围，使得椭圆
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解
  设椭圆
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从而有　
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例4　已知直线
[image: image1241.wmf]l

过定点A(4,0)且与抛物线
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:2(0)

Cypxp

= >

交于P、Q两点，若以PQ为直径的圆恒过原点O，求
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的值
  
解
  可设直线
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的方程为
[image: image1247.wmf]4

xmy

=+

代入
[image: image1248.wmf]2

2

ypx

= 


得　
[image: image1249.wmf]2

280

ypmyp

--=


  
设
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由题意知，OP⊥OQ，则
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此时，抛物线的方程为
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学生巩固练习
 

1
  在抛物线y2=16x内，通过点(2，1)且在此点被平分的弦所在直线的方程是_________
  
2
  已知两点M(1，
[image: image1263.wmf]4

5

)、N(－4，－
[image: image1264.wmf]4

5

)，给出下列曲线方程
  
①4x+2y－1=0, ②x2+y2=3, ③
[image: image1266.wmf]2

2

x

+y2=1, ④
[image: image1267.wmf]2

2

x

－y2=1,在曲线上存在点P满足|MP|=|NP|的所有曲线方程是_________
  
3
  已知双曲线C的两条渐近线都过原点，且都以点A(
[image: image1270.wmf]2

，0)为圆心，1为半径的圆相切，双曲线的一个顶点A1与A点关于直线y=x对称
  
(1)求双曲线C的方程
  
(2)设直线l过点A，斜率为k,当0＜k＜1时，双曲线C的上支上有且仅有一点B到直线l的距离为
[image: image1273.wmf]2

，试求k的值及此时B点的坐标
  
参考答案:
1
  解析
  设所求直线与y2=16x相交于点A、B，且A(x1,y1),B(x2,y2),代入抛物线方程得y12=16x1,y22=16x2,两式相减得，(y1+y2）(y1－y2)=16(x1－x2)
  
即
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kAB=8
  
故所求直线方程为y=8x－15
  
答案
  8x－y－15=0

2
  解析
  点P在线段MN的垂直平分线上，判断MN的垂直平分线于所给曲线是否存在交点
  
答案
  ②③④

3
  解
  (1)设双曲线的渐近线为y=kx,由d=
[image: image1288.wmf]1
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=1,解得k=±1
  
即渐近线为y=±x,又点A关于y=x对称点的坐标为(0，
[image: image1290.wmf]2
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∴a=
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=b,所求双曲线C的方程为x2－y2=2
  
(2)设直线l
  y=k(x－
[image: image1295.wmf]2

)(0＜k＜1
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,

依题意B点在平行的直线l′上，且l与l′间的距离为
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设直线l′
  y=kx+m,应有
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1

|

2

|

2

=

+

+

k

m

k

,

化简得m2+2
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②

把l′代入双曲线方程得(k2－1)x2+2mkx+m2－2=0,

由Δ=4m2k2－4(k2－1)(m2－2)=0
  
可得m2+2k2=2




③

②、③两式相减得k=
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m,代入③得m2=
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,解得m=
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  故B(2
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课前后备注
 　

25、题目
 高中数学复习专题讲座
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圆锥曲线综合题
高考要求
 

圆锥曲线的综合问题包括
  解析法的应用，与圆锥曲线有关的定值问题、最值问题、参数问题、应用题和探索性问题，圆锥曲线知识的纵向联系，圆锥曲线知识和三角、复数等代数知识的横向联系，解答这部分试题，需要较强的代数运算能力和图形认识能力，要能准确地进行数与形的语言转换和运算，推理转换，并在运算过程中注意思维的严密性，以保证结果的完整
  
重难点归纳
 

解决圆锥曲线综合题，关键是熟练掌握每一种圆锥曲线的定义、标准方程、图形与几何性质，注意挖掘知识的内在联系及其规律，通过对知识的重新组合，以达到巩固知识、提高能力的目的
  
(1)对于求曲线方程中参数的取值范围问题，需构造参数满足的不等式，通过求不等式(组)求得参数的取值范围；或建立关于参数的目标函数，转化为函数的值域
  
(2)对于圆锥曲线的最值问题，解法常有两种
  当题目的条件和结论能明显体现几何特征及意义，可考虑利用数形结合法解；当题目的条件和结论能体现一种明确的函数关系，则可先建立目标函数，再求这个函数的最值
  
典型题例示范讲解
 

例1已知圆k过定点A(a,0)(a＞0),圆心k在抛物线C
  y2=2ax上运动，MN为圆k在y轴上截得的弦
  
(1)试问MN的长是否随圆心k的运动而变化？

(2)当|OA|是|OM|与|ON|的等差中项时，抛物线C的准线与圆k有怎样的位置关系？

命题意图
  本题考查圆锥曲线科内综合的知识及学生综合、灵活处理问题的能力
  
知识依托
  弦长公式，韦达定理，等差中项，绝对值不等式，一元二次不等式等知识
  
错解分析
  在判断d与R的关系时，x0的范围是学生容易忽略的
  
技巧与方法
  对第(2)问，需将目标转化为判断d=x0+
[image: image1342.wmf]2
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与R=
[image: image1343.wmf]a
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的大小
  
解
  (1)设圆心k(x0,y0),且y02=2ax0,

圆k的半径R=|AK|=
[image: image1346.wmf]2
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∴|MN|=2
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∴弦MN的长不随圆心k的运动而变化
  
(2)设M(0,y1)、N(0,y2)在圆k
  (x－x0)2+(y－y0)2=x02+a2中，

令x=0，得y2－2y0y+y02－a2=0，∴y1y2=y02－a2
∵|OA|是|OM|与|ON|的等差中项
  
∴|OM|+|ON|=|y1|+|y2|=2|OA|=2a
  
又|MN|=|y1－y2|=2a， ∴|y1|+|y2|=|y1－y2|

∴y1y2≤0，因此y02－a2≤0,即2ax0－a2≤0  ∴0≤x0≤
[image: image1352.wmf]2
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圆心k到抛物线准线距离d=x0+
[image: image1354.wmf]2
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≤a,而圆k半径R=
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且上两式不能同时取等号，故圆k必与准线相交
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例2如图，已知椭圆
[image: image1358.wmf]1
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m
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x

=1(2≤m≤5),过其左焦点且斜率为1的直线与椭圆及其准线的交点从左到右的顺序为A、B、C、D，设f(m)=||AB|－|CD||

(1)求f(m)的解析式；

(2)求f(m)的最值
   
命题意图
  本题主要考查利用解析几何的知识建立函数关系式，并求其最值，体现了圆锥曲线与代数间的科间综合
  
知识依托
  直线与圆锥曲线的交点，韦达定理，根的判别式，利用单调性求函数的最值
  
错解分析
  在第(1)问中，要注意验证当2≤m≤5时，直线与椭圆恒有交点
  
技巧与方法
  第(1)问中，若注意到xA,xD为一对相反数，则可迅速将||AB|－|CD||化简
  第(2)问，利用函数的单调性求最值是常用方法
  
解
  (1)设椭圆的半长轴、半短轴及半焦距依次为a、b、c，则a2=m,b2=m－1,c2=a2－b2=1

∴椭圆的焦点为F1(－1,0),F2(1,0)
  
故直线的方程为y=x+1,又椭圆的准线方程为x=±
[image: image1371.wmf]c
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,即x=±m
  
∴A(－m,－m+1),D(m,m+1)

考虑方程组
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,消去y得
  (m－1)x2+m(x+1)2=m(m－1)

整理得
  (2m－1)x2+2mx+2m－m2=0

Δ=4m2－4(2m－1)(2m－m2)=8m(m－1)2
∵2≤m≤5,∴Δ＞0恒成立，xB+xC=
[image: image1376.wmf]1
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又∵A、B、C、D都在直线y=x+1上

∴|AB|=|xB－xA|=
[image: image1378.wmf]2

=(xB－xA)·
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,|CD|=
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(xD－xC)

∴||AB|－|CD||=
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|xB－xA+xD－xC|=
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|(xB+xC)－(xA+xD)|

又∵xA=－m,xD=m,∴xA+xD=0

∴||AB|－|CD||=|xB+xC|·
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 (2≤m≤5)

故f(m)=
[image: image1387.wmf]m
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(2)由f(m)=
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m

2

2

2

，可知f(m)=
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又2－
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故f(m)的最大值为
[image: image1395.wmf]3

2

4

，此时m=2;f(m)的最小值为
[image: image1396.wmf]9
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，此时m=5
  
例3舰A在舰B的正东6千米处，舰C在舰B的北偏西30°且与B相距4千米，它们准备捕海洋动物，某时刻A发现动物信号，4秒后B、C同时发现这种信号，A发射麻醉炮弹
  设舰与动物均为静止的，动物信号的传播速度为1千米/秒，炮弹的速度是
[image: image1399.wmf]3

3

20

g

千米/秒，其中g为重力加速度，若不计空气阻力与舰高，问舰A发射炮弹的方位角和仰角应是多少？

命题意图
  考查圆锥曲线在实际问题中的应用，及将实际问题转化成数学问题的能力
  
知识依托
  线段垂直平分线的性质，双曲线的定义，两点间的距离公式，斜抛运动的曲线方程
  
错解分析
  答好本题，除要准确地把握好点P的位置(既在线段BC的垂直平分线上，又在以A、B为焦点的抛物线上)，还应对方位角的概念掌握清楚
  
[image: image2107.emf]�
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技巧与方法
  通过建立恰当的直角坐标系，将实际问题转化成解析几何问题来求解
  对空间物体的定位，一般可利用声音传播的时间差来建立方程
  
解
  取AB所在直线为x轴，以AB的中点为原点，建立如图所示的直角坐标系
  由题意可知，A、B、C舰的坐标为(3，0)、(－3，0)、(－5，2
[image: image1411.wmf]3

)
  
由于B、C同时发现动物信号，记动物所在位置为P，则|PB|=|PC|
  于是P在线段BC的中垂线上，易求得其方程为
[image: image1414.wmf]3

x－3y+7
[image: image1415.wmf]3

=0
   
又由A、B两舰发现动物信号的时间差为4秒，知|PB|－|PA|=4，故知P在双曲线
[image: image1417.wmf]5

4

2

2

y

x

-

=1的右支上
  
直线与双曲线的交点为(8，5
[image: image1419.wmf]3

)，此即为动物P的位置，利用两点间距离公式，可得|PA|=10
  
据已知两点的斜率公式，得kPA=
[image: image1421.wmf]3

,所以直线PA的倾斜角为60°,于是舰A发射炮弹的方位角应是北偏东30°
  
设发射炮弹的仰角是θ，初速度v0=
[image: image1423.wmf]3
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20

g

，则
[image: image1424.wmf]q
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∴sin2θ=
[image: image1425.wmf]2

3

10

2

0

=

v

g

,∴仰角θ=30°
  
例4若椭圆
[image: image1427.wmf]2

2

2

2

b

y

a

x

+

=1(a＞b＞0)与直线l
  x+y=1在第一象限内有两个不同的交点，求a、b所满足的条件，并画出点P(a,b)的存在区域
  
解
  由方程组
[image: image1431.wmf]ï
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消去y,整理得

(a2+b2)x2－2a2x+a2(1－b2)=0



①

则椭圆与直线l在第一象限内有两个不同的交点的充要条件是方程①在区间(0，1）内有两相异实根，令f(x)=(a2+b2)x2－2a2x+a2(1－b2),则有
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同时满足上述四个条件的点P(a,b)的存在区域为如图所示的阴影部分
  
学生巩固练习

1
  已知A、B、C三点在曲线y=
[image: image1436.wmf]x

上，其横坐标依次为1，m,4(1＜m＜4)，当△ABC的面积最大时，m等于(    )

A
  3
   

   B
  
[image: image1439.wmf]4

9





 C
  
[image: image1441.wmf]2

5





D
  
[image: image1443.wmf]2

3


2
  设u,v∈R，且|u|≤
[image: image1445.wmf]2

,v＞0,则(u－v)2+(
[image: image1446.wmf]v

u

9

2

2

-

-

)2的最小值为(  )

A
  4



B
  2



   C
  8


D
  2
[image: image1451.wmf]2


3
   A是椭圆长轴的一个端点，O是椭圆的中心，若椭圆上存在一点P，使∠OPA=
[image: image1453.wmf]2

p

,则椭圆离心率的范围是_________
  
4
  一辆卡车高3米，宽1
  6米，欲通过抛物线形隧道，拱口宽恰好是抛物线的通径长，若拱口宽为a米，则能使卡车通过的a的最小整数值是____
  
5
  已知抛物线y=x2－1上一定点B(－1，0)和两个动点P、Q，当P在抛物线上运动时，BP⊥PQ，则Q点的横坐标的取值范围是_________
  
6
  已知直线y=kx－1与双曲线x2－y2=1的左支交于A、B两点，若另一条直线l经过点P(－2，0)及线段AB的中点Q，求直线l在y轴上的截距b的取值范围
  
7
  已知抛物线C
  y2=4x
  
(1)若椭圆左焦点及相应的准线与抛物线C的焦点F及准线l分别重合，试求椭圆短轴端点B与焦点F连线中点P的轨迹方程；

(2)若M(m,0)是x轴上的一定点，Q是(1)所求轨迹上任一点，试问|MQ|有无最小值？若有，求出其值；若没有，说明理由
  
8
  如图，
[image: image1467.wmf]¼

ADB

为半圆，AB为半圆直径，O为半圆圆心，且OD⊥AB，Q为线段OD的中点，已知|AB|=4，曲线C过Q点，动点P在曲线C上运动且保持|PA|+|PB|的值不变
  
[image: image2109.emf]�
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(1)建立适当的平面直角坐标系，求曲线C的方程；
(2)过D点的直线l与曲线C相交于不同的两点M、N，且M在D、N之间，设
[image: image1469.wmf]DN

DM

=λ，求λ的取值范围
  
参考答案:

1
  解析
  由题意知A(1，1)，B(m,
[image: image1473.wmf]m

),C(4,2)
  
直线AC所在方程为x－3y+2=0,

点B到该直线的距离为d=
[image: image1475.wmf]10
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∵m∈(1,4),∴当
[image: image1478.wmf]2
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m

时，S△ABC有最大值，此时m=
[image: image1479.wmf]4
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答案
  B

2
  解析
  考虑式子的几何意义，转化为求圆x2+y2=2上的点与双曲线xy=9上的点的距离的最小值
  
答案
  C

3
  解析
  设椭圆方程为
[image: image1488.wmf]2

2

2

2

b

y

a

x

+

=1(a＞b＞0),以OA为直径的圆
  x2－ax+y2=0,两式联立消y得
[image: image1490.wmf]2

2

2

a

b

a

-

x2－ax+b2=0
  即e2x2－ax+b2=0,该方程有一解x2,一解为a,由韦达定理x2=
[image: image1492.wmf]2

e

a

－a,0＜x2＜a，即0＜
[image: image1493.wmf]2

e

a

－a＜a
[image: image1494.wmf]2

2

Þ

＜e＜1
  
答案
  
[image: image1497.wmf]2

2

＜e＜1

4
  解析
  由题意可设抛物线方程为x2=－ay,

当x=
[image: image1500.wmf]2

a

时，y=－
[image: image1501.wmf]4

a

；当x=0
  8时，y=－
[image: image1503.wmf]a
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由题意知
[image: image1505.wmf]a

a

64

.

0

4

-

≥3,即a2－12a－2
  56≥0
  解得a的最小整数为13
  
答案
  13

5
  解析
  设P(t,t2－1)，Q(s,s2－1)

∵BP⊥PQ,∴
[image: image1512.wmf]t
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=－1,

即t2+(s－1)t－s+1=0

∵t∈R,∴必须有Δ=(s－1)2+4(s－1)≥0
  即s2+2s－3≥0,

解得s≤－3或s≥1
  
答案
  (－∞,－3
[image: image1516.wmf]]

∪
[image: image1517.wmf][

1,+∞)

6
  解
  设A(x1,y1）,B(x2,y2)
  
由
[image: image1521.wmf]î
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,得(1－k2）x2+2kx－2=0,

又∵直线AB与双曲线左支交于A、B两点，

故有
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解得－
[image: image1523.wmf]2
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Q

或

即

又

则

令

的方程为

的斜率为

则

设


7
  解
  由抛物线y2=4x,得焦点F(1,0),准线l
  x=－1
  
(1)设P(x,y)，则B(2x－1,2y),椭圆中心O′,则|FO′|∶|BF|=e,又设点B到l的距离为d,则|BF|∶d=e,∴|FO′|∶|BF|=|BF|∶d,即(2x－2)2+(2y)2=2x(2x－2),化简得P点轨迹方程为y2=x－1(x＞1)
  
(2)设Q(x,y),则

|MQ|=
[image: image1530.wmf]2
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 EMBED Equation.3  [image: image1531.wmf])
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(ⅰ)当m－
[image: image1532.wmf]2

1

≤1,即m≤
[image: image1533.wmf]2

3

时，函数t=[x－(m－
[image: image1534.wmf]2

1

)2]+m－
[image: image1535.wmf]4

5

在(1，+∞)上递增，故t无最小值，亦即|MQ|无最小值
  
(ⅱ)当m－
[image: image1537.wmf]2

1

＞1,即m＞
[image: image1538.wmf]2

3

时，函数t=[x2－(m－
[image: image1539.wmf]2

1

)2]+m－
[image: image1540.wmf]4

5

在x=m－
[image: image1541.wmf]2

1

处有最小值m－
[image: image1542.wmf]4

5

,∴|MQ|min=
[image: image1543.wmf]4
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8
  解
  (1)以AB、OD所在直线分别为x轴、y轴，O为原点，建立平面直角坐标系， 

∵|PA|+|PB|=|QA|+|QB|=2
[image: image1547.wmf]5

2

1

2

2

2

=

+

＞|AB|=4
  
∴曲线C为以原点为中心，A、B为焦点的椭圆
  
设其长半轴为a,短半轴为b,半焦距为c,则2a=2
[image: image1550.wmf]5

,∴a=
[image: image1551.wmf]5

,c=2,b=1
  
∴曲线C的方程为
[image: image1553.wmf]5

2

x

+y2=1
  
(2)设直线l的方程为y=kx+2,

代入
[image: image1555.wmf]5

2

x

+y2=1,得(1+5k2)x2+20kx+15=0
  
Δ=(20k)2－4×15(1+5k2)＞0,得k2＞
[image: image1557.wmf]5

3
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由图可知
[image: image1559.wmf]2
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由韦达定理得
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将x1=λx2代入得
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两式相除得
[image: image1562.wmf])
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[image: image1565.wmf],

2

1
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x
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Q

M在D、N中间，∴λ＜1


②

又∵当k不存在时，显然λ=
[image: image1566.wmf]3
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 (此时直线l与y轴重合)
  
课前后备注
 　

学法指导
  怎样学好圆锥曲线

圆锥曲线将几何与代数进行了完美结合
  借助纯代数的解决手段研究曲线的概念和性质及直线与圆锥曲线的位置关系，从数学家笛卡尔开创了坐标系那天就已经开始
  
高考中它依然是重点，主客观题必不可少，易、中、难题皆有
  为此需要我们做到
  
1
  重点掌握椭圆、双曲线、抛物线的定义和性质
  这些都是圆锥曲线的基石，高考中的题目都涉及到这些内容
  
2
  重视求曲线的方程或曲线的轨迹，此处作为高考解答题的命题对象难度较大
  所以要掌握住一般方法
  定义法、直接法、待定系数法、相关点法、参数法等
  
3
  加强直线与圆锥曲线的位置关系问题的复习
  此处一直为高考的热点
  这类问题常涉及到圆锥曲线的性质和直线的基本知识点、线段的中点、弦长、垂直问题，因此分析问题时利用数形结合思想和设而不求法与弦长公式及韦达定理联系去解决
  这样加强了对数学各种能力的考查
  
4
  重视对数学思想、方法进行归纳提炼，达到优化解题思维、简化解题过程
  
(1)方程思想

解析几何的题目大部分都以方程形式给定直线和圆锥曲线，因此把直线与圆锥曲线相交的弦长问题利用韦达定理进行整体处理，就简化解题运算量
  
(2)用好函数思想方法

对于圆锥曲线上的一些动点，在变化过程中会引入一些相互联系、相互制约的量，从而使一些线的长度及a,b,c,e之间构成函数关系，函数思想在处理这类问题时就很有效
  
(3)掌握坐标法

坐标法是解决有关圆锥曲线问题的基本方法
  近几年都考查了坐标法，因此要加强坐标法的训练
  
26、题目
 高中数学复习专题讲座
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关于垂直与平行的问题

高考要求
  

垂直与平行是高考的重点内容之一，考查内容灵活多样
  本节主要帮助考生深刻理解线面平行与垂直、面面平行与垂直的判定与性质，并能利用它们解决一些问题
  
重难点归纳
 

垂直和平行涉及题目的解决方法须熟练掌握两类相互转化关系
  
1
  平行转化
  线线平行
[image: image1608.wmf]Û

线面平行
[image: image1609.wmf]Û

面面平行
  
2
  垂直转化
  线线垂直
[image: image1613.wmf]Û

线面垂直
[image: image1614.wmf]Û

面面垂直
  
每一垂直或平行的判定就是从某一垂直或平行开始转向另一垂直或平行最终达到目的
  
例如
  有两个平面垂直时，一般要用性质定理，在一个平面内作交线的垂线，使之转化为线面垂直，然后进一步转化为线线垂直
  
典型题例示范讲解
 

例1两个全等的正方形ABCD和ABEF所在平面相交于AB，M∈AC，N∈FB，且AM=FN，求证
  MN∥平面BCE
  
命题意图
  本题主要考查线面平行的判定，面面平行的判定与性质，以及一些平面几何的知识
  
知识依托
  解决本题的关键在于找出面内的一条直线和该平面外的一条直线平行，即线(内)∥线(外)
[image: image1625.wmf]Þ

线(外)∥面
  或转化为证两个平面平行
  
错解分析
  证法二中要证线面平行，通过转化证两个平面平行，正确的找出MN所在平面是一个关键
  
技巧与方法
  证法一利用线面平行的判定来证明
  证法二采用转化思想，通过证面面平行来证线面平行
  
证法一
  作MP⊥BC，NQ⊥BE，P、Q为垂足，则MP∥AB，NQ∥AB
  
[image: image2111.emf]�
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∴MP∥NQ，又AM=NF，AC=BF，

∴MC=NB，∠MCP=∠NBQ=45°

∴Rt△MCP≌Rt△NBQ
∴MP=NQ,故四边形MPQN为平行四边形

∴MN∥PQ
∵PQ
[image: image1635.wmf]Ì

平面BCE，MN在平面BCE外，

[image: image2112.emf]�
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∴MN∥平面BCE
  
证法二
  如图过M作MH⊥AB于H，则MH∥BC，

∴
[image: image1638.wmf]AB
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连结NH，由BF=AC，FN=AM，得
[image: image1639.wmf]AB
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∴ NH//AF//BE

由MH//BC, NH//BE得:平面MNH//平面BCE
∴MN∥平面BCE
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例2在斜三棱柱A1B1C1—ABC中，底面是等腰三角形，AB=AC，侧面BB1C1C⊥底面ABC
  
(1)若D是BC的中点，求证
  AD⊥CC1；

(2)过侧面BB1C1C的对角线BC1的平面交侧棱于M，若AM=MA1，求证
  截面MBC1⊥侧面BB1C1C；

(3)AM=MA1是截面MBC1⊥平面BB1C1C的充要条件吗？请你叙述判断理由
   
命题意图
  本题主要考查线面垂直、面面垂直的判定与性质
  
知识依托
  线面垂直、面面垂直的判定与性质
  
错解分析
  (3)的结论在证必要性时，辅助线要重新作出
  
技巧与方法
  本题属于知识组合题类，关键在于对题目中条件的思考与分析，掌握做此类题目的一般技巧与方法，以及如何巧妙作辅助线
  
(1)证明
  ∵AB=AC，D是BC的中点，∴AD⊥BC
∵底面ABC⊥平面BB1C1C，∴AD⊥侧面BB1C1C
∴AD⊥CC1
  
(2)证明
  延长B1A1与BM交于N，连结C1N
∵AM=MA1，∴NA1=A1B1
∵A1B1=A1C1，∴A1C1=A1N=A1B1
∴C1N⊥C1B1
∵底面NB1C1⊥侧面BB1C1C，∴C1N⊥侧面BB1C1C
∴截面C1NB⊥侧面BB1C1C
∴截面MBC1⊥侧面BB1C1C
  
(3)解
  结论是肯定的，充分性已由(2)证明，下面证必要性
  
过M作ME⊥BC1于E，∵截面MBC1⊥侧面BB1C1C
∴ME⊥侧面BB1C1C，又∵AD⊥侧面BB1C1C
  
∴ME∥AD，∴M、E、D、A共面

∵AM∥侧面BB1C1C，∴AM∥DE
∵CC1⊥AM，∴DE∥CC1
∵D是BC的中点，∴E是BC1的中点

∴AM=DE=
[image: image1660.wmf]2
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1
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CC

AA1，∴AM=MA1
  
例3 已知斜三棱柱ABC—A1B1C1中，A1C1=B1C1=2，D、D1分别是AB、A1B1的中点，平面A1ABB1⊥平面A1B1C1，异面直线AB1和C1B互相垂直
  
(1)求证
  AB1⊥C1D1；

(2)求证
  AB1⊥面A1CD；

(3)若AB1=3，求直线AC与平面A1CD所成的角
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  (1)证明
  ∵A1C1=B1C1，D1是A1B1的中点，

∴C1D1⊥A1B1于D1，

又∵平面A1ABB1⊥平面A1B1C1，

∴C1D1⊥平面A1B1BA，

而AB1
[image: image1668.wmf]Ì

平面A1ABB1，∴AB1⊥C1D1
  
(2)证明
  连结D1D，

∵D是AB中点，∴DD1
[image: image1671.png]


CC1，∴C1D1∥CD，

由(1)得CD⊥AB1，又∵C1D1⊥平面A1ABB1，C1B⊥AB1，

由三垂线定理得BD1⊥AB1，

又∵A1D∥D1B，∴AB1⊥A1D而CD∩A1D=D，∴AB1⊥平面A1CD
  
(3)解
  由(2)AB1⊥平面A1CD于O，

连结CO1得∠ACO为直线AC与平面A1CD所成的角，

∵AB1=3，AC=A1C1=2，∴AO=1，∴sinOCA=
[image: image1674.wmf]2
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AO

，

∴∠OCA=
[image: image1675.wmf]6
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学生巩固练习
 

1
  在长方体ABCD—A1B1C1D1中，底面是边长为2的正方形，高为4，则点A1到截面AB1D1的距离是(    )

A
  
[image: image1680.wmf]3
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B
  
[image: image1682.wmf]8

3




C
  
[image: image1684.wmf]3

4




D
  
[image: image1686.wmf]4
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2
  在直二面角α—l—β中，直线a
[image: image1688.wmf]Ì

α,直线b
[image: image1689.wmf]Ì

β,a、b与l斜交，则(   )

A
  a不和b垂直，但可能a∥b

B
  a可能和b垂直，也可能a∥b
C
  a不和b垂直，a也不和b平行
D
  a不和b平行，但可能a⊥b
3
  设X、Y、Z是空间不同的直线或平面，对下面四种情形，使“X⊥Z且Y⊥Z
[image: image1695.wmf]Þ

X∥Y”为真命题的是_________(填序号)
  
①X、Y、Z是直线  ②X、Y是直线，Z是平面  ③Z是直线，X、Y是平面  ④X、Y、Z是平面

4
  设a,b是异面直线，下列命题正确的是_________
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①过不在a、b上的一点P一定可以作一条直线和a、b都相交

②过不在a、b上的一点P一定可以作一个平面和a、b都垂直

③过a一定可以作一个平面与b垂直

④过a一定可以作一个平面与b平行

5
  如图，在四棱锥P—ABCD中，底面ABCD是矩形，侧棱PA垂直于底面，E、F分别是AB、PC的中点
  
(1)求证
  CD⊥PD;

(2)求证
  EF∥平面PAD;

(3)当平面PCD与平面ABCD成多大角时，直线EF⊥平面PCD？

[image: image2116.emf]�
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6
  如图，在正三棱锥A—BCD中，∠BAC=30°，AB=a,平行于AD、BC的截面EFGH分别交AB、BD、DC、CA于点E、F、G、H
  
(1)判定四边形EFGH的形状，并说明理由
  
(2)设P是棱AD上的点，当AP为何值时，平面PBC⊥平面EFGH，请给出证明
   
7
  如图，正三棱柱ABC—A1B1C1的各棱长都相等，D、E分别是CC1和AB1的中点，点F在BC上且满足BF∶FC=1∶3
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(1)若M为AB中点，求证
  BB1∥平面EFM；

(2)求证
  EF⊥BC；

(3)求二面角A1—B1D—C1的大小
   
8
  如图，已知平行六面体ABCD—A1B1C1D1的底面是菱形且∠C1CB=∠C1CD=∠BCD=60°,

 (1)证明
  C1C⊥BD；

[image: image2118.emf]�
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(2)假定CD=2，CC1=
[image: image1714.wmf]2

3

，记面C1BD为α,面CBD为β,求二面角α—BD—β的平面角的余弦值；
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(3)当
[image: image1715.wmf]1

CC

CD

的值为多少时，可使A1C⊥面C1BD？
参考答案
  
1
  解析
  如图，设A1C1∩B1D1=O1，∵B1D1⊥A1O1，B1D1⊥AA1，∴B1D1⊥平面AA1O1，故平面AA1O1⊥AB1D1，交线为AO1，在面AA1O1内过A1作A1H⊥AO1于H，则易知A1H长即是点A1到平面AB1D1的距离，在Rt△A1O1A中，A1O1=
[image: image1719.wmf]2

，AO1=3
[image: image1720.wmf]2

，由A1O1·A1A=h·AO1,可得A1H=
[image: image1721.wmf]3
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答案
  C
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2
  解析
  如图，在l上任取一点P，过P分别在α、β内作a′∥a,b′∥b,在a′上任取一点A，过A作AC⊥l，垂足为C，则AC⊥β,过C作CB⊥b′交b′于B，连AB，由三垂线定理知AB⊥b′，

∴△APB为直角三角形,故∠APB为锐角
  
答案
  C

3
  解析
  ①是假命题，直线X、Y、Z位于正方体的三条共点棱时为反例，②③是真命题，④是假命题，平面X、Y、Z位于正方体的三个共点侧面时为反例
  
答案
  ②③

4
  ④

5
  证明
  (1)∵PA⊥底面ABCD，∴AD是PD在平面ABCD内的射影，

∵CD
[image: image1735.wmf]Ì

平面ABCD且CD⊥AD，∴CD⊥PD
  
(2)取CD中点G，连EG、FG，

∵E、F分别是AB、PC的中点，∴EG∥AD，FG∥PD
∴平面EFG∥平面PAD，故EF∥平面PAD
(3）解
  当平面PCD与平面ABCD成45°角时，直线EF⊥面PCD
证明
  G为CD中点，则EG⊥CD,由(1)知FG⊥CD，故∠EGF为平面PCD与平面ABCD所成二面角的平面角
  即∠EGF=45°，从而得∠ADP=45°，AD=AP
由Rt△PAE≌Rt△CBE,得PE=CE
又F是PC的中点，∴EF⊥PC，由CD⊥EG，CD⊥FG，得CD⊥平面EFG，CD⊥EF即EF⊥CD，故EF⊥平面PCD
  
6
  (1)证明
 ∵AD//面EFGH,面ACD∩面EFGH＝HG，,AD
[image: image1743.wmf]Ì

面ACD 

      ∴ AD//HG.
同理EF∥FG，∴EFGH是平行四边形

∵A—BCD是正三棱锥，∴A在底面上的射影O是△BCD的中心，

∴DO⊥BC，∴AD⊥BC，

∴HG⊥EH，四边形EFGH是矩形
  
(2)作CP⊥AD于P点，连结BP，∵AD⊥BC，∴AD⊥面BCP
∵HG∥AD，∴HG⊥面BCP，HG
[image: image1745.wmf]Ì

面EFGH
  面BCP⊥面EFGH，

在Rt△APC中，∠CAP=30°，AC=a,∴AP=
[image: image1747.wmf]2

3

a
  
7
  (1)证明
 连结EM、MF，∵M、E分别是正三棱柱的棱AB和AB1的中点，

∴BB1∥ME，又BB1
[image: image1751.wmf]Ë

平面EFM，∴BB1∥平面EFM
  
(2)证明
  取BC的中点N，连结AN由正三棱柱得
  AN⊥BC，

又BF∶FC=1∶3，∴F是BN的中点，故MF∥AN，

∴MF⊥BC，而BC⊥BB1，BB1∥ME
  
∴ME⊥BC，由于MF∩ME=M，∴BC⊥平面EFM，

又EF平面EFM，∴BC⊥EF
  
(3)解
  取B1C1的中点O，连结A1O知，A1O⊥面BCC1B1，由点O作B1D的垂线OQ，垂足为Q，连结A1Q，由三垂线定理，A1Q⊥B1D，故∠A1QD为二面角A1—B1D—C的平面角，易得∠A1QO=arctan
[image: image1758.wmf]15


  
8
  (1)证明
  连结A1C1、AC，AC和BD交于点O，连结C1O，

∵四边形ABCD是菱形，∴AC⊥BD，BC=CD
又∵∠BCC1=∠DCC1，C1C是公共边，∴△C1BC≌△C1DC，∴C1B=C1D
∵DO=OB，∴C1O⊥BD，但AC⊥BD，AC∩C1O=O
∴BD⊥平面AC1，又C1C
[image: image1762.wmf]Ì

平面AC1，∴C1C⊥BD
  
 (2)解
  由(1)知AC⊥BD，C1O⊥BD，

∴∠C1OC是二面角α—BD—β的平面角
  
在△C1BC中，BC=2，C1C=
[image: image1766.wmf]2

3

，∠BCC1=60°，

∴C1B2=22+(
[image: image1767.wmf]2

3

)2－2×2×
[image: image1768.wmf]2

3

×cos60°=
[image: image1769.wmf]4
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∵∠OCB=30°,∴OB=
[image: image1771.wmf]2

1

,BC=1,C1O=
[image: image1772.wmf]2

3

,即C1O=C1C
  
作C1H⊥OC，垂足为H，则H是OC中点且OH=
[image: image1774.wmf]2

3

，∴cosC1OC=
[image: image1775.wmf]3

3


(3)解
  由(1)知BD⊥平面AC1，∵A1O
[image: image1777.wmf]Ì

平面AC1，∴BD⊥A1C，当
[image: image1778.wmf]1

CC

CD

=1时，平行六面体的六个面是全等的菱形，同理可证BC1⊥A1C，又∵BD∩BC1=B，∴A1C⊥平面C1BD
  
课前后备注
 　

28、题目
 高中数学复习专题讲座
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关于求空间的角的问题
高考要求
 

空间的角是空间图形的一个要素，在异面直线所成的角、线面角、二面角等知识点上，较好地考查了学生的逻辑推理能力以及化归的数学思想
  

重难点归纳
 

空间角的计算步骤
  一作、二证、三算

1
  异面直线所成的角  范围
  0°＜θ≤90°

方法
  ①平移法；②补形法
  
2
  直线与平面所成的角  范围
  0°≤θ≤90°

方法
  关键是作垂线，找射影
  
3
  二面角

方法
  ①定义法；②三垂线定理及其逆定理；③垂面法
  
注1
  二面角的计算也可利用射影面积公式S′=Scosθ来计算
  

注2
  借助空间向量计算各类角会起到事半功倍的效果
  

4．三种空间角的向量法计算公式：

⑴异面直线
[image: image1809.wmf],

ab

所成的角
[image: image1810.wmf]q

：
[image: image1811.wmf]coscos,

ab

q

=<>

r

r

；
⑵直线
[image: image1812.wmf]a

与平面
[image: image1813.wmf]a

(法向量
[image: image1814.wmf]n

r

)所成的角
[image: image1815.wmf]q

：
[image: image1816.wmf]sincos,

an

q

=<>

rr

；
⑶锐二面角
[image: image1817.wmf]q

：
[image: image1818.wmf]coscos,

mn

q

=<>

rr

，其中
[image: image1819.wmf],

mn

rr

为两个面的法向量。
典型题例示范讲解
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例1在棱长为a的正方体ABCD—A′B′C′D′中，E、F分别是BC、A′D′的中点
   
(1)求证
  四边形B′EDF是菱形；

(2)求直线A′C与DE所成的角；

(3)求直线AD与平面B′EDF所成的角；

(4)求面B′EDF与面ABCD所成的角
  
命题意图
  本题主要考查异面直线所成的角、线面角及二面角的一般求法，综合性较强
  
知识依托
  平移法求异面直线所成的角，利用三垂线定理求作二面角的平面角
  
错解分析
  对于第(1)问，若仅由B′E=ED=DF=FB′就断定B′EDF是菱形是错误的，因为存在着四边相等的空间四边形，必须证明B′、E、D、F四点共面
  
技巧与方法
  求线面角关键是作垂线，找射影，求异面直线所成的角采用平移法
  求二面角的大小也可应用面积射影法
  
(1)证明
  如上图所示，由勾股定理，得B′E=ED=DF=FB′=
[image: image1834.wmf]2

5

a,下证B′、E、D、F四点共面，取AD中点G，连结A′G、EG，由EG
[image: image1835.png]


AB
[image: image1836.png]


A′B′知，B′EGA′是平行四边形
  
∴B′E∥A′G,又A′F 
[image: image1838.png]


DG,∴A′GDF为平行四边形
  
∴A′G∥FD，∴B′、E、D、F四点共面

故四边形B′EDF是菱形
  
 (2)解
  如图所示，在平面ABCD内，过C作CP∥DE，交直线AD于P，则∠A′CP(或补角)为异面直线A′C与DE所成的角
  
在△A′CP中，
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易得A′C=
[image: image1843.wmf]3

a，CP=DE=
[image: image1844.wmf]2

5

a,A′P=
[image: image1845.wmf]2
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a
由余弦定理得cosA′CP=
[image: image1846.wmf]15

15


故A′C与DE所成角为arccos
[image: image1847.wmf]15

15


  
另法（向量法）
  如图建立坐标系，则
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故A′C与DE所成角为arccos
[image: image1853.wmf]15
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 (3)解
  ∵∠ADE=∠ADF,∴AD在平面B′EDF内的射影在∠EDF的平分线上
  如下图所示
   
[image: image2124.emf]�
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又∵B′EDF为菱形，∴DB′为∠EDF的平分线，

故直线AD与平面B′EDF所成的角为∠ADB′

在Rt△B′AD中，AD=
[image: image1858.wmf]2

a，AB′=
[image: image1859.wmf]2

a,B′D=
[image: image1860.wmf]2

a
则cosADB′=
[image: image1861.wmf]3
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故AD与平面B′EDF所成的角是arccos
[image: image1862.wmf]3
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另法（向量法）
  
∵∠ADE=∠ADF,∴AD在平面B′EDF内的射影在∠EDF的平分线上
  如下图所示
   
又∵B′EDF为菱形，∴DB′为∠EDF的平分线，

故直线AD与平面B′EDF所成的角为∠ADB′，

如图建立坐标系，则
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故AD与平面B′EDF所成的角是arccos
[image: image1870.wmf]3
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(4)解
  如图，连结EF、B′D，交于O点，显然O为B′D的中点，从而O为正方形ABCD—A′B′C′D的中心
  
作OH⊥平面ABCD，则H为正方形ABCD的中心，

再作HM⊥DE，垂足为M，连结OM，则OM⊥DE，
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故∠OMH为二面角B′—DE′—A的平面角
  
在Rt△DOE中，OE=
[image: image1875.wmf]2
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a,OD=
[image: image1876.wmf]2
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a,斜边DE=
[image: image1877.wmf]2
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a,

则由面积关系得OM=
[image: image1878.wmf]10
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在Rt△OHM中，sinOMH=
[image: image1879.wmf]6
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故面B′EDF与面ABCD所成的角为arcsin
[image: image1880.wmf]6
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另法（向量法）
  如图建立坐标系，则
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，
所以面ABCD的法向量为
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下面求面B′EDF的法向量
[image: image1886.wmf]n
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设
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故面B′EDF与面ABCD所成的角为
[image: image1895.wmf]6
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例2如下图，已知平行六面体ABCD—A1B1C1D1中，底面ABCD是边长为a的正方形，侧棱AA1长为b,且AA1与AB、AD的夹角都是120°
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求
  (1)AC1的长；

(2)直线BD1与AC所成的角的余弦值
  
命题意图
  本题主要考查利用向量法来解决立体几何问题
  
知识依托
  向量的加、减及向量的数量积
   
错解分析
  注意＜
[image: image1905.wmf]1
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[image: image1906.wmf]1
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[image: image1907.wmf]AD
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＞=120°而不是60°,＜
[image: image1908.wmf],
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技巧与方法
  数量积公式及向量、模公式的巧用、变形用
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∴BD1与AC所成角的余弦值为
[image: image1917.wmf]2
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例3如图，
[image: image1919.wmf]l

ab
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为60°的二面角，等腰直角三角形MPN的直角顶点P在l上，M∈α,N∈β,且MP与β所成的角等于NP与α所成的角
  
 (1)求证
  MN分别与α、β所成角相等；

(2)求MN与β所成角
  
(1)证明
  作NA⊥α于A，MB⊥β于B,连接AP、PB、BN、AM，再作AC⊥l于C，BD⊥l于D，连接NC、MD
  
[image: image1925.emf]�
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∵NA⊥α,MB⊥β,∴∠MPB、∠NPA分别是MP与β所成角及NP与α所成角，∠MNB，∠NMA分别是MN与β,α所成角，∴∠MPB=∠NPA
  
在Rt△MPB与Rt△NPA中，PM=PN，∠MPB=∠NPA，∴△MPB≌△NPA，∴MB=NA
  
在Rt△MNB与Rt△NMA中，MB=NA，MN是公共边，∴△MNB≌△NMA，∴∠MNB=∠NMA，即(1)结论成立
  
(2)解
  设∠MNB=θ,MN=
[image: image1930.wmf]2

a,则PB=PN=a,MB=NA=
[image: image1931.wmf]2

asinθ，NB=
[image: image1932.wmf]2

acosθ,∵MB⊥β,BD⊥l,∴MD⊥l,∴∠MDB是二面角α—l—β的平面角，

∴∠MDB=60°，同理∠NCA=60°,

∴BD=AC=
[image: image1933.wmf]3

6

3

3

=

MB

asinθ,CN=DM=
[image: image1934.wmf]6
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∵MB⊥β，MP⊥PN，∴BP⊥PN
∵∠BPN=90°,∠DPB=∠CNP,∴△BPD∽△PNC,∴
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BD

PN

PC

=



[image: image1936.wmf]22
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整理得，16sin4θ－16sin2θ+3=0

解得sin2θ=
[image: image1938.wmf]4
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或

,sinθ=
[image: image1939.wmf]2
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，

当sinθ=
[image: image1940.wmf]2

3

时，CN=
[image: image1941.wmf]6
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asinθ= 
[image: image1942.wmf]2

a＞PN不合理，舍去
  
∴sinθ=
[image: image1944.wmf]2
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,∴MN与β所成角为30°
  

另法（向量法）
 如图设
[image: image1947.wmf]a

的法向量为
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的法向量为
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[image: image1960.wmf]cos,

||||||||||

MNmMNmPNmPMmPMm

MNm

MNmMNMNMN

--

<>====

uuuuruuuuruuuruuuuruuuur

rrrrr

uuuur

ggggg

r

uuuuruuuuruuuuruuuur

r


所以
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所以，MN分别与α、β所成角相等
  
学生巩固练习
 

1
  在正方体ABCD—A1B1C1D1中，M为DD1的中点，O为底面ABCD的中心，P为棱A1B1上任意一点，则直线OP与直线AM所成的角是(    )

A
  
[image: image1969.wmf]6

p




B
  
[image: image1971.wmf]4

p




C
  
[image: image1973.wmf]3

p




D
  
[image: image1975.wmf]2

p


2
  设△ABC和△DBC所在两平面互相垂直，且AB=BC=BD=a,∠CBA=∠CBD=120°,则AD与平面BCD所成的角为(    )

A
  30°


B
  45°


C
  60°


D
  75°

3
 已知∠AOB=90°,过O点引∠AOB所在平面的斜线OC，与OA、OB分别成45°、60°，则以OC为棱的二面角A—OC—B的余弦值等于______
  
4
  正三棱锥的一个侧面的面积与底面积之比为2∶3,则这个三棱锥的侧面和底面所成二面角的度数为_________
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5
 已知四边形ABCD为直角梯形，AD∥BC，∠ABC=90°,PA⊥平面AC，且PA=AD=AB=1,BC=2

(1)求PC的长；

(2)求异面直线PC与BD所成角的余弦值的大小；

(3)求证
  二面角B—PC—D为直二面角
  
[image: image2131.emf]
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6
  设△ABC和△DBC所在的两个平面互相垂直，且AB=BC=BD，∠ABC=∠DBC=120°，求
  
(1)直线AD与平面BCD所成角的大小；

(2)异面直线AD与BC所成的角；

(3)二面角A—BD—C的大小
  
[image: image2132.emf]�
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7
一副三角板拼成一个四边形ABCD，如图，然后将它沿BC折成直二面角
  
(1)求证
  平面ABD⊥平面ACD；

(2)求AD与BC所成的角；

(3)求二面角A—BD—C的大小
  
参考答案
  
1
  解析
  (特殊位置法）将P点取为A1，作OE⊥AD于E，连结A1E，则A1E为OA1的射影，又AM⊥A1E，∴AM⊥OA1，即AM与OP成90°角
  
答案
  D

2
  解析
  作AO⊥CB的延长线，连OD，则OD即为AD在平面BCD上的射影，

∵AO=OD=
[image: image2002.wmf]2

3

a,∴∠ADO=45°
  
答案
  B

3
  解析
  在OC上取一点C，使OC=1，过C分别作CA⊥OC交OA于A，CB⊥OC交OB于B，则AC=1，，OA=
[image: image2007.wmf]2

，BC=
[image: image2008.wmf]3

，OB=2，Rt△AOB中，AB2=6，△ABC中，由余弦定理，得cosACB=－
[image: image2009.wmf]3

3


  
答案
  －
[image: image2012.wmf]3

3


4
  解析
  设一个侧面面积为S1，底面面积为S，则这个侧面在底面上射影的面积为
[image: image2015.wmf]3

S

，由题设得
[image: image2016.wmf]3

2

1

=

S

S

，设侧面与底面所成二面角为θ,则cosθ=
[image: image2017.wmf]2
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,∴θ=60°
  
答案
  60°

5
  (1)解
  因为PA⊥平面AC，AB⊥BC,∴PB⊥BC,即∠PBC=90°,由勾股定理得PB=
[image: image2022.wmf]2
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∴PC=
[image: image2024.wmf]6
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(2)解
  如图，过点C作CE∥BD交AD的延长线于E，连结PE，则PC与BD所成的角为∠PCE或它的补角
   
[image: image2133.emf]�

F

�

G

�

P

�

A

�

B

�

C

�

D

∵CE=BD=
[image: image2028.wmf]2

，且PE=
[image: image2029.wmf]10
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∴由余弦定理得

cosPCE=
[image: image2030.wmf]6
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∴PC与BD所成角的余弦值为
[image: image2031.wmf]6
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(3）证明
  设PB、PC中点分别为G、F，连结FG、AG、DF，

[image: image2134.emf]�
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则GF∥BC∥AD，且GF=
[image: image2034.wmf]2

1

BC=1=AD，

从而四边形ADFG为平行四边形，

又AD⊥平面PAB，∴AD⊥AG，

即ADFG为矩形，DF⊥FG
  
在△PCD中，PD=
[image: image2036.wmf]2

，CD=
[image: image2037.wmf]2

，F为BC中点，

∴DF⊥PC
从而DF⊥平面PBC，故平面PDC⊥平面PBC，

即二面角B—PC—D为直二面角
  

另法（向量法）
  (略)
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6
  解
  (1)如图，在平面ABC内，过A作AH⊥BC，垂足为H，则AH⊥平面DBC，
∴∠ADH即为直线AD与平面BCD所成的角
  由题设知△AHB≌△AHD，则DH⊥BH，AH=DH，

∴∠ADH=45°

(2)∵BC⊥DH，且DH为AD在平面BCD上的射影，

∴BC⊥AD，故AD与BC所成的角为90°
  
(3)过H作HR⊥BD，垂足为R，连结AR，则由三垂线定理知，AR⊥BD，故∠ARH为二面角A—BD—C的平面角的补角
  设BC=a,则由题设知，AH=DH=
[image: image2046.wmf]2

,

2

3

a

BH

a

=

,在△HDB中，HR=
[image: image2047.wmf]4

3

a，∴tanARH=
[image: image2048.wmf]HR
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故二面角A—BD—C大小为π－arctan2
  
另法（向量法）
  (略)
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7
  (1)证明
  取BC中点E，连结AE，∵AB=AC，∴AE⊥BC
∵平面ABC⊥平面BCD，∴AE⊥平面BCD，

∵BC⊥CD，由三垂线定理知AB⊥CD
  
又∵AB⊥AC，∴AB⊥平面BCD，∵AB
[image: image2055.wmf]Ì

平面ABD
  
∴平面ABD⊥平面ACD
  
(2)解
  在面BCD内，过D作DF∥BC，过E作EF⊥DF，交DF于F，由三垂线定理知AF⊥DF，∠ADF为AD与BC所成的角
  
设AB=m，则BC=
[image: image2060.wmf]2

m，CE=DF=
[image: image2061.wmf]2
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m,CD=EF=
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即AD与BC所成的角为arctan
[image: image2064.wmf]3
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(3)解
  ∵AE⊥面BCD，过E作EG⊥BD于G，连结AG，由三垂线定理知AG⊥BD，
∴∠AGE为二面角A—BD—C的平面角

∵∠EBG=30°，BE=
[image: image2066.wmf]2

2

m,∴EG=
[image: image2067.wmf]4

2

m
又AE=
[image: image2068.wmf]2

2

m,∴tanAGE=
[image: image2069.wmf]GE

AE

=2,∴∠AGE=arctan2
  
即二面角A—BD—C的大小为arctan2
  
另法（向量法）
  (略)
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